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ВВЕДЕНИЕ

Заглянув в Интернет на сайт объявлений о вакансиях на
инженерные должности технологов довольно часто мож�
но встретить текст такого типа:

«Работа: главный технолог.
Участвует в сообществах профессии
«Главный технолог»: Топ�менеджеры
Организует... выполнение работ (услуг), обеспечи�
вающих повышение уровня технологической под�
готовки и технического перевооружения производ�
ства... Принимает меры по ускорению освоения в
производстве прогрессивных... научно�технических
достижений...»

Это сокращенная перепечатка из интернет�объявле�
ния. Аналогична направленность работы и у рядовых ин�
женеров�технологов.

Прогрессивное перевооружение производства требу�
ет от инженера�технолога понимания принципов работы
оборудования с точки зрения не только происходящих в
нем технологических процессов, но и возможностей их
осуществления. Понимание этих возможностей в значи�
тельной степени закладывается изучением общепрофес�
сиональной дисциплины «Механика». Она дает «знания
законов механики, а на их основе — принципов механи�
ческих расчетов и проектирования... умения и навыки
для последующего их использования при изучении спе�
циальных инженерных дисциплин, а также в самостоя�
тельной практической деятельности инженера�технолога
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при составлении планов, заявок на материалы и оборудо�
вание, технических заданий на проектирование средств
малой механизации и автоматизации, модернизации обо�
рудования и его безопасной эксплуатации, внедрении тех�
нических решений и проектов».

Эта цитата взята из примерной программы дисцип�
лины. В ней отражен весьма сложный комплекс техни�
ческих знаний. Однако ее раздел «Сопротивление мате�
риалов» не направлен на подготовку прочнистов�расчет�
чиков хотя бы уже потому, что в учебных планах на это
отводится всего 36–70 аудиторных часов занятий и та�
кое же количество часов самостоятельной работы. К то�
му же для студента�технолога данная дисциплина явля�
ется практически единственной, формирующей его базо�
вый технический кругозор в течение процесса обучения.
Поэтому изучение указанных в программе тем должно
быть направлено на воспитание у студентов осмысленно�
го понимания принципов прочностных особенностей ра�
боты оборудования, а также на знакомство с основными
методами расчета его деталей.

Учебников и учебных пособий по сопротивлению ма�
териалов (в том числе для инженерно�технологических
специальностей) имеется уже довольно много. Тем не ме�
нее появляются новые издания, и причины здесь разные.
Создание данного учебного пособия определялось тремя
важными (но недостаточно учитываемыми) особенностя�
ми, которые желательно учитывать в нынешних услови�
ях преподавания и обучения.

Первая — это весьма низкая школьная база началь�
ных технических знаний у студентов, требующая от
учебных материалов довольно подробного изложения и
объяснения. Учащиеся не только плохо ориентируются
в простых технических терминах и явлениях, но часто
не имеют зрительного представления о реальных осо�
бенностях простых конструкций. Вместе с тем содержа�
ние учебных материалов традиционно ориентировано на
определенную техническую подготовленность студентов.
Поэтому данное пособие открывается довольно объем�
ным разделом «Общие сведения», в котором даны опре�
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деления и объяснения основным терминам и особенно�
стям курса «Механика. Сопротивление материалов».
В темах сделан акцент на ознакомительной вводной ча�
сти, которая ориентирует на общее понимание особен�
ностей темы.

Вторая причина — весьма ощутимый крен в сторону
снижения отводимых аудиторных часов на дисциплины
и перевод обучения на применение интерактивного само�
стоятельного характера его освоения. Поэтому нужны ме�
тодические материалы с разными подходами к формам и
методикам.

Третья причина — тематический набор материала.
Студентам немашиностроительных инженерно�техноло�
гических специальностей необходимо, хотя бы в ознако�
мительном виде, иметь представление об условиях работы
основного вида деталей, что важно для понимания работы
оборудования в целом. В связи с этим в данном учебном по�
собии нашли отражение отдельные темы, обычно изучае�
мые в специальных курсах и отсутствующие в учебных
планах будущих инженеров�технологов. Темы, важные
для формирования инженерного мышления, но не имею�
щие аналитического решения в рамках дисциплины, пред�
ставлены в пособии кратким изложением задач. При этом
даны общие сведения о вводимых допущениях и пределах
применимости представленных формул. Их можно рас�
сматривать как ознакомительные, вырабатывающие об�
щее понимание конструкторских задач. Каждая тема по�
ясняется примерами, объем которых составляет около
30%. В конце каждой темы — контрольные вопросы. Раз�
вернутые примеры в пособии следует рассматривать как
последовательные решения нескольких задач. Их объ�
единение здесь в один пример дает дополнительные, срав�
нительные представления о существе темы, нацеливает на
обобщенные выводы по ней.

В рамках рабочей программы дисциплины именно от
лектора зависит выбор глубины изучения студентами кон�
кретных тем.

В программе дисциплины нет указаний на обязатель�
ную оценку знаний студента, основываясь лишь на его
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памяти. Поэтому можно ставить задачу перед студентами
на понимание существенных особенностей темы и их кон�
кретного применения на основе тестов либо с использо�
ванием методической литературы, поскольку в данном
контексте курс «Сопротивление материалов» направлен
прежде всего на выработку у изучающих его студентов
общетехнического мировоззрения.

Изложение тем сопровождается подробными иллюст�
рациями.

Данное учебное пособие «Сопротивление материалов»,
являясь разделом курса «Механика», составлено в соот�
ветствии с программой ГОС ВПО и предназначено в зна�
чительной степени для самостоятельного освоения мате�
риала студентами немашиностроительных специально�
стей заочной и очной форм обучения.

Примерной программой дисциплины очерчен для изу�
чения достаточно широкий объем материала. Для его ос�
воения необходим целостный технический подход в по�
нимании и решении практических задач. В работающем
оборудовании пищевых производств выявляется опреде�
ленный набор видов нагрузок и возникающих при этом
технических задач. К наиболее часто встречающимся слу�
чаям относятся:
� растяжение или сжатие (в штоках передаточных ме�

ханизмов, стержнях, подвесных тросах);
� сдвиг (в заклепочных, сварных, шпоночных соедине�

ниях деталей);
� изгиб, включая изгиб в двух плоскостях (балки, рамы,

рычаги в передаточных механизмах и манипуляторах);
� изгиб с кручением (мешалки, валы редукторов);
� изгиб с кручением и растяжением–сжатием (валы шне�

ковых машин, редукторов);
� нагружение, связанное с возможной потерей устойчи�

вости (стойки, емкостное оборудование с рубашкой,
валы шнеков);

� динамические нагрузки во вращающихся системах и
системах, использующих ударные усилия (роторы цен�
трифуг и сепараторов, подъемники, молотковые дро�
билки, вибрационная техника);
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� механические колебания (валы мешалок, центрифу�
гальная техника и ее детали, виброизоляция оборудо�
вания);

� циклические нагрузки (в редукторах, конвейерах —
везде, где возникают повторно�переменные нагрузки);

� контактные нагрузки (в зубчатых зацеплениях, под�
шипниках, кулачковых механизмах).
Именно этот набор тем отражен в учебном пособии.

Тема «Механические колебания упругих систем» пред�
ставлена в общем виде и является логическим дополне�
нием для создания достаточно полного понимания тех�
нических особенностей работы производственного обору�
дования.

Особенность курса «Механика. Сопротивление мате�
риалов» — один из разделов, состоит в том, что для сту�
дентов�технологов он является не главным в их специ�
альности и единственным, где ими изучаются вопросы
инженерной механики. Поэтому для развития общего
технического кругозора, выработки инженерного мыш�
ления при решении вопросов технологических процессов
в пищевых производствах инженеру�технологу необходи�
мо иметь представление о возможностях работающего обо�
рудования. Часто определяющая роль в этом остается за
прочностными вопросами.

Учебное пособие формировалось по принципу знаком�
ства студента — будущего инженера�технолога — с общим
кругом прочностных особенностей работающего обору�
дования в соответствии с перечисленными видами встре�
чающихся в практике нагрузок. При этом не ставилась
задача изучения вопросов дисциплины «Сопротивление
материалов». Ряд задач, решение которых выходит за
рамки методов анализа, принятых в курсе, даны с той
долей детализации, которая позволяет сформировать тех�
ническое представление об их сути и общем пути реше�
ния. К таковым относятся задачи разрушения при трещи�
нообразовании, устойчивости оболочек, работы в услови�
ях динамических нагрузок, виброизоляции, контактных
напряжений, краевого эффекта. Они изложены кратко,
«для сведения». Ссылки на более глубокий анализ тем
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и задач можно найти в прилагаемом библиографическом
списке. В соответствии с конкретными рабочими про�
граммами некоторые темы или их части можно опустить.
Однако при этом цельность дисциплины, заключающая�
ся в изложении последующего на основе предыдущего,
не должна быть потеряна. Объем изучаемого материала,
детализация рассматриваемых разделов полностью оп�
ределяется рабочей программой и поставленными лек�
тором целями.

Ограниченное представление в учебном пособии спра�
вочных (табличных) материалов по необходимым в расче�
тах физическим и геометрическим характеристикам ма�
териалов и конструкционных элементов не случайно. Ав�
тор считает поиск в технической справочной литературе,
в том числе и в Интернете, необходимой составляющей
обучения, приучающей к самостоятельности в работе с ли�
тературой.



СПИСОК
ОБОЗНАЧЕНИЙ

ЛАТИНСКИЙ АЛФАВИТ

А0, d0 — площадь и диаметр поперечного сечения рабо�
чей части образца перед нагружением, м2

А — площадь, м2; также работа силовой нагрузки,
Нм

а, b, с, h, l, s — линейные геометрические параметры системы, м
a, g — ускорение и ускорение свободного падения со�

ответственно, м/с2

Аш.р — истинная площадь поперечного сечения шейки
в момент разрыва образца, м2

B, b, H, h — ширина, высота прямоугольного сечения, м
С — отношение внутреннего диаметра кольцевого

сечения к наружному, б/р; также жесткость
пружины, Н/м

С, D — произвольные постоянные для функции угла
поворота (рад или Нм2�рад) и прогибов балки
(м или Нм3) соответственно

D, d — диаметры, м
[D�], [D�] — допускаемое значение диаметра бруса по усло�

вию жесткости, прочности соответственно, м
E, Епр — модуль упругости первого рода (его также на�

зывают модулем продольной упругости или
модулем Юнга), его приведенная величина,
Па = Н/м2

F, J, N, Q, X, Y, Z — сосредоточенные силы, Н
Fmax — наибольшее усилие, которое возникает в об�

разце из пластичного материала при растяже�
нии, Н

Fкр — критическая сила при расчетах на устойчи�
вость, Н

Fпц — усилие, до которого в образце выполняется за�
кон Гука, Н

FР — усилие, при котором разрушается образец из
пластичного материала при растяжении, Н
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FТ — усилие, при котором в образце возникает пло�
щадка текучести, Н

Fу — усилие, до которого в образце практически мож�
но не учитывать пластические деформации, Н

G — модуль упругости второго рода (его также на�
зывают модулем сдвига), Па = Н/м2

Н — высота падения груза при расчете на удар, м
i (iх) — радиус инерции сечения (радиус инерции отно�

сительно оси х), м; также i�й элемент, б/р
IР — полярный момент инерции сечения, м4

Iх0, Iy0 — осевые моменты инерции сечения относительно
его собственных центральных осей х0 и у0 соот�
ветственно, м4

Ix, Iy — осевые моменты инерции сечения относительно
осей всего сечения х и у соответственно, м4

Ixу — центробежный момент инерции сечения, м4

Iк — момент инерции при кручении бруса некругло�
го поперечного сечения, м4

J — инерционная сила, Н
K — коэфффициент пропорциональности; также ко�

эффициент концентрации напряжений, б/р
k — величина отношения предела прочности мате�

риала на растяжение к пределу прочности на
сжатие, б/р; также ширина поверхности разру�
шения в сварном шве, м

KF — коэфффициент при силе на эпюре N, б/р
k�(�) — эффективный коэффициент концентрации на�

пряжений для конкретного вида концентрато�
ра, б/р

l, l0 — длина участка, длина рабочей части ненагру�
женного образца, м

Mе и Tе — внешние моменты: изгибающий вокруг осей х
или у и крутящий вокруг оси z соответственно,
Н�м

Mх, Му — сосредоточенные изгибающие моменты как
внутренние силовые факторы вокруг оси х и у
соответственно, Н�м

N — продольная сила (вдоль оси z) как продольный
внутренний силовой фактор, Н

n — нормаль к произвольной площадке; также коли�
чество элементов в составном сечении, б/р, или
коэффициент затухания колебательного движе�
ния, с–1

nТ, nв, nпч, n�, n� — коэффициент запаса прочности по пределу те�
кучести, временному сопротивлению, по преде�
лу прочности соответственно; также по нормаль�
ным или касательным напряжениям, б/р

Р — силы, распределенные по поверхности (давле�
ние), Н/м2

р — полное напряжение, Н/м2

q — силы, распределенные по линии (погонные), Н/м
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Qх, Qу — поперечные силы по осям х и у соответственно как
поперечные внутренние силовые факторы, Н

R — радиус срединной поверхности оболочки, м
r — коэффициент (показатель) асимметрии цикла,

б/р, также текущее значение радиуса, м
s — толщина тонкостенного элемента, м

Sx, Sy — статические моменты сечения относительно осей
х и у соответственно, м3

T — крутящий момент (вокруг оси z) как внутрен�
ний силовой фактор, Нм

U — накопленная потенциальная энергия упругой
деформации системы, Нм

V — объем, м3

v — скорость, м/с
Wx, Wy, Wp — моменты сопротивления относительно осей х, у

и полярный момент сопротивления, м3

Wк — момент сопротивления при кручении бруса не�
круглого поперечного сечения, м3

x, y, z — оси координат, также координаты, м
х0, y0 — координаты центра тяжести бесконечно малой

площадки сечения относительно центральных
осей, м

хс, yс — координаты центра тяжести сечения в рассмат�
риваемых осях, м

Хi — реакция отброшенной «лишней» связи в стати�
чески неопределимых системах

у — прогиб балки, м
z — продольная ось, м

ГРЕЧЕСКИЙ АЛФАВИТ

�, � — углы, рад
�, �, � — коэффициенты для определения параметров сво�

бодного кручения брусьев некруглого попереч�
ного сечения, б/р

�0 — угол наклона площадки, при котором напряже�
ния или моменты инерции сечения приобрета�
ют экстремальные значения, рад

��(�) — коэффициент качества поверхности детали при
циклической нагрузке, б/р

�д — коэффициент динамичности (динамический ко�
эффициент), б/р

� — угол сдвига, б/р
� — перемещение конца участка бруса, м; также

обобщенное перемещение
� — относительное удлинение образца после разры�

ва, %
�b, �c — поперечное сужение бруса; также абсолютный

сдвиг, м
�ij — единичное перемещение, м/Н, или 1/Н, или

1/Нм
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�l — удлинение или укорочение участка, м
�, �д — линейная деформация, ее динамическая состав�

ляющая, б/р
��(�) — масштабный коэффициент (фактор) детали при

циклической нагрузке, б/р
�ост — остаточная (пластическая) деформация образца

после разрыва, б/р;
�у.р — упругая деформация образца в момент его раз�

рушения, б/р
	 — относительный угол закручивания бруса, м–1

[	] — допускаемое значение относительного угла за�
кручивания бруса, м–1


 — осадка пружины, м; гибкость стержня, б/р
� — коэффициент Пуассона, б/р

�, �пр — радиус кривизны, его приведенная величина, а
также расстояние от начала координат до эле�
ментарной площадки, м


, � — напряжения нормальное и касательное соответ�
ственно, Н/м2


0,2 — условный предел текучести, Н/м2


1, 
2, 
3 — главные нормальные напряжения, действую�
щие по трем взаимно перпендикулярным пло�
щадкам, Н/м2


а, 
m — амплитудное и среднее значение циклических
нормальных напряжений, Н/м2


N, 
Мх
, 
Му — доля нормальных напряжений, создающих про�

дольную силу, изгибающий момент Мх и момент
Му соответственно, Н/м2


r — предел выносливости материала при r�й асим�
метрии цикла, Н/м2


в — временное сопротивление, Н/м2


Н — номинальное напряжение, Н/м2


пц — предел пропорциональности, Н/м2


пч — предел прочности материала, Н/м2


пч.р — предел прочности на растяжение хрупкого ма�
териала, Н/м2


пч.с — предел прочности на сжатие хрупкого материа�
ла, Н/м2


р — условное напряжение, при котором происходит
разрыв образца, Н/м2


ст, 
д — статическая и динамическая составляющие на�
пряжения в динамическом нагружении, Н/м2


Т — предел текучести, Н/м2


экв — эквивалентное нормальное напряжение, Н/м2

[
], [�] — допускаемые нормальное и касательное напря�
жения соответственно, Н/м2

[
р], [
с] — допускаемое нормальное напряжение растяже�
ния, сжатия соответственно, Н/м2

�Q, �кр — касательное напряжение, определяющее попе�
речную силу, крутящий момент соответствен�
но, Н/м2
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�пц, �у, �Т, — касательное напряжение, соответствующее пре�
делу пропорциональности, упругости, текуче�
сти соответственно, Н/м2

[��] — допускаемое касательное напряжение с учетом
ослабления материала шва сваркой, Н/м2

� — коэффициент снижения допускаемых напряже�
ний в сварном шве и при продольном изгибе,
также сдвиг фаз в колебаниях, б/р

�, �� — угол закручивания бруса, участка соответствен�
но, б/р

� — относительное сужение образца после разрыва, %
��, �� — коэффициенты при средних напряжениях, учи�

тывающие асимметрию цикла, т. е. влияние
среднего напряжения на снижение предела вы�
носливости симметричного цикла, по нормаль�
ным и касательным напряжениям соответствен�
но, б/р

�, � — частота колебаний вынужденная, собственная
соответственно, 1/с

�i — площадь i�й фигуры на эпюре моментов, Нм2,
или м2, или м

�кр — критическая скорость вращения, 1/с



Г Л А В А 1

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ
О ДИСЦИПЛИНЕ

«СОПРОТИВЛЕНИЕ
МАТЕРИАЛОВ»

1.1.
ДИСЦИПЛИНА

«СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ»

Сопротивление материалов — это наука, позволяющая
достаточно простыми средствами анализа устанавливать
особенности сопротивления элементов конструкций на�
грузкам и вычислять рациональные размеры элементов
конструкций или величины допускаемых нагрузок. Здесь
уместно вспомнить эмоциональную и в то же время точ�
ную оценку, данную создателем современного полного кур�
са В. И. Феодосьевым, по которой сопротивление материа�
лов — «это введение в высокое общество прикладных наук
прочностного цикла, дающих углубленную проработку во�
просов, связанных с конкретными техническими направ�
лениями». Значит, сопротивление материалов — это лишь
введение в прочностные науки для инженера�конструк�
тора. Дисциплина основывается на знаниях разделов фи�
зики, материаловедения, высшей математики, теоретиче�
ской механики. При этом в теоретической механике и со�
противлении материалов изображения конструкции и
приложенной к ней нагрузки внешне похожи. Существен�
ное различие заключается в том, что в теоретической ме�
ханике изучают абсолютно твердые тела, а в сопротивле�
нии материалов деформируемые. Учет деформируемости
тел в сопротивлении материалов позволяет проводить кон�
структорские расчеты. Таким образом, предметом изуче�
ния дисциплины «Сопротивление материалов» являются
деформируемые твердые тела.

Объектами анализа и расчетов в сопротивлении мате�
риалов являются элементы (детали) конструкции, нахо�
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дящиеся под нагрузкой. Нагрузка воздействует на деталь
со стороны контактирующих с ней тел или за счет возни�
кающих сил инерции, температурных эффектов. Элемент
конструкции и действующая на него нагрузка рассматри�
ваются в упрощенном, схематизированном виде. Реаль�
ная конструкция под нагрузкой, освобожденная от несу�
щественных особенностей и представленная схематично,
служит расчетной схемой. Освобождение конструкции и
нагрузки от несущественных особенностей, т. е. ее идеа�
лизация, приводит к упрощению расчетов в сопротивле�
нии материалов. Средствами инженерной теории с при�
влечением экспериментальных методов проводится ана�
лиз расчетной схемы для выявления ее прочностных и
деформационных закономерностей.

Расчетная схема должна определять работоспособ�
ность элемента конструкции, т. е. его способность выпол�
нять заданную рабочую функцию в соответствии с требо�
ваниями технической документации. Работоспособность
определяется параметрами рассматриваемого элемента
конструкции. Ее нарушение происходит при параметрах
(критериях), называемых предельными.

Работоспособность в сопротивлении материалов рас�
сматривается с точки зрения способности надежно удер�
живать нагрузку в заданном месте ее приложения по за�
данному направлению. При этом понятие надежности здесь
ограничено условием того, что значение рабочего парамет�
ра в элементе конструкции должно быть меньше предель�
ного в определенное число раз. Это число называется ко�
эффициентом запаса. Его величина определяется стати�
стическими данными отказов в работе.

C широким распространением вычислительной техни�
ки появилась и возможность весьма точного решения слож�
ных задач с применением методов расчета с помощью ЭВМ.
Однако вследствие некоторого разброса табличных значе�
ний свойств конструкционных материалов и назначаемых
коэффициентов запаса точность решений задач в сопро�
тивлении материалов ограничивается допускаемой по�
грешностью �5%, что дает возможность вести расчет не ре�
альной нагруженной детали, а ее упрощенного варианта
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в виде схематизированного (идеализированного) объекта,
названного расчетной схемой. Осмысленное приведение
реальной нагруженной детали к расчетной схеме вносит
некоторую погрешность, но при этом упрощает задачу на�
столько, что позволяет простыми аналитическими мето�
дами получать результаты, наглядно иллюстрирующие
возможности по повышению работоспособности детали.

В дисциплине «Сопротивление материалов» рассмат�
ривают три основных вида оценочных расчетно�конструк�
торских задач по обеспечению детали работоспособностью
в условиях действия различного рода нагрузок:
� задачи прочности, заключающиеся в оценке способ�

ности элемента конструкции сопротивляться создавае�
мым нагрузкам, не разрушаясь;

� задачи жесткости, заключающиеся в оценке способ�
ности элемента конструкции сопротивляться создавае�
мым нагрузкам, не претерпевая значительных дефор�
маций;

� задачи устойчивости, заключающиеся в оценке спо�
собности элемента конструкции сопротивляться соз�
даваемым нагрузкам, сохраняя свою первоначальную
равновесную форму.

1.2.
СОСТАВЛЯЮЩИЕ РАСЧЕТНОЙ СХЕМЫ

Расчетная схема составляется из представленных по
свойствам схематично: материала, геометрии конструк�
ции, видов опор и силовой нагрузки.

Материал считают: непрерывным (сплошным), одно�
родным и изотропным (с одинаковыми свойствами по всем
направлениям), идеально упругим (без остаточных дефор�
маций после снятия нагрузки).

Размеры всех исследуемых объектов, включая понятия
бесконечно малых объемов, используемые в аналитических
решениях, считаются несоизмеримо большими по сравне�
нию с размерами структурных составляющих материала —
его кристаллических зерен, молекул, микропор и т. д. На
этом основании атомарная или молекулярная микрострук�
тура материала не учитывается и вводится понятие непре�
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рывности, или сплошности, материала. Оно означает, что
материал, заполняет занимаемый им объем без промежут�
ков в каждой сколь угодно малой точке тела. Такая схема�
тизация дает возможность применять классический мате�
матический аппарат механики сплошной среды.

Однородность означает абсолютную схожесть свойств
материала во всем его объеме. Представление материала
однородным довольно точно соответствует объектам рас�
четов в сопротивлении материалов.

Изоторопность означает абсолютную схожесть свойств
материала по любому направлению. Понятие изотропно�
сти может распространяться не на все материалы. Так, де�
рево, композиты, волокнистые материалы могут иметь су�
щественную анизотропию, т. е. различие свойств материа�
ла в зависимости от выбранного направления. Поэтому
вводимая идеализация должна быть обоснована в конкрет�
ных случаях. Для рассматриваемых в курсе материалов
(в основном это металлы) анизотропией можно пренебречь.

Применение к материалу понятия идеальной упруго�
сти означает пропорциональность между нагрузкой и вы�
зываемыми ею деформациями. Такая идеализация не вно�
сит существенных погрешностей в задачи, которые рассмат�
риваются в курсе, поскольку в рассматриваемых задачах
деформации весьма малы и материал нагружается в об�
ласти действия закона Гука.

Однородность, изотропность и идеальная упругость су�
щественно упрощают математический аппарат анализа.

Схематизированные элементы конструкций представ�
ляют в виде бруса, оболочки или массива (рис. 1.1).

Рис. 1.1
Схематизированные элементы

а б в



20 МЕХАНИКА. СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ

Брусом называют тело, у которого из трех (b, h, l) ха�
рактерных размеров один (l) много больше двух других
(b, h) (рис. 1.1а). Брус может быть прямолинейным или
криволинейным. Осью бруса z называют линию, направ�
ленную вдоль наибольшего размера бруса и соединяющую
точки центров тяжести его поперечных сечений. Ее назы�
вают центральной. Плоскость сечения бруса, перпенди�
кулярная оси z, называется поперечной плоскостью. Брус,
работающий на растяжение–сжатие, называют стержнем.
Брус, передающий крутящий момент и вращаемый вокруг
своей оси z, называют валом. Брус, подвергаемый изгибу,
называют балкой. Систему неподвижно (жестко) соеди�
ненных между собой брусьев называют рамой.

Пластиной, оболочкой называют тело, у которого
один (s — толщина; может обозначаться символом �) из
трех (s, l, b) взаимоперпендикулярных характерных раз�
меров много меньше двух (b, l) других (рис. 1.1б). Штрих�
пунктирная линия на этом рисунке показывает след сре�
динной поверхности — геометрического места точек, рав�
ноудаленных от поверхностей пластины (оболочки).

Массив — это тело, у которого все три взаимоперпен�
дикулярных характерных размера (a, b, c) соизмеримы
друг с другом (рис. 1.1в).

Крепление  тел  представ�
ляют в виде неподвижной опо�
ры, называемой «заделкой» 1
(рис. 1.2), шарнирной непод�
вижной 2 и шарнирной под�
вижной 3 опор.

Опора, препятствующая
любым перемещениям стерж�

ня в месте ее расположения, называется жесткой задел�
кой или просто заделкой. Стержень, укрепленный только
одним своим концом в заделке, или свободная часть стерж�
ня, выступающая за пределы шарнирной опоры 4, назы�
вается консолью.

Опора, препятствующая линейным перемещениям
конструкции в сечении, где она установлена, и не препят�
ствующая повороту вокруг своей оси, называется шарнир�

Рис. 1.2
Схемы опор
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ной неподвижной опорой. Опора, препятствующая линей�
ному поперечному перемещению тела в сечении, где она
установлена, и не препятствующая повороту тела вокруг
оси шарнира и перемещению вдоль оси стержня, называ�
ется шарнирной подвижной опорой.

Понятием «нагрузка» будем определять внешнее воз�
действие на рассматриваемую конструкцию (рис. 1.3).
Приложенную нагрузку (далее — нагрузка) рассматрива�
ют в виде: сил и пар сил, характеризующихся их момен�
том; сосредоточенных и распределенных (погонных —
распределенных по оси тела, поверхностных, объемных);
активных и реактивных; статических, динамических,
циклических.

Схематизированные нагрузки в виде сосредоточен�
ных и распределенных сил и моментов. Сосредоточенные
силы обозначаются символами F, N, Q, X, Y, Z, R с раз�
мерностью Н, распределенные по линии (погонные) — q с
размерностью Н/м, распределенные по поверхности (дав�
ление) — Р с размерностью Н/м2. Силы, действующие
вдоль оси z, называют продольными и обозначают симво�
лами F, Z, N. Силы, действующие перпендикулярно оси
z, называют поперечными и обозначают символами F, Q,
X, Y, R.

Сосредоточенные моменты обозначают как M и T с раз�
мерностью Н�м. Символом Mi обозначают моменты, изги�
бающие тело вокруг оси i (x или y), символом T — момен�
ты, скручивающие тело вокруг оси z. Приложенные к телу

Рис. 1.3
Виды изображения нагрузок и опорных реакций
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внешние моменты могут обозначаться как Ме и Те (exter�
nal — внешний).

Нагрузка подразделяется на активную (F, q, Me, Te) и
реактивную (Xk, Yk, Zk, Rk, Mk, Tk) для k�й опоры. Реак�
тивной нагрузкой называют опорные реакции.

На рис. 1.3а, б нагрузка в расчетных схемах показана
в пространственном изображении, на рис. 1.3в, г — в пло�
ском. Сила F2, момент Me3 расположены в горизонталь�
ной плоскости, моменты Me1 и Me2 — в вертикальной
(в плоскости листа), момент Te — в плоскости, перпенди�
кулярной оси бруса.

Статические нагрузки постоянны или медленно изме�
няются во времени. Они могут изменяться настолько мед�
ленно, что можно пренебречь возникающими инерцион�
ными составляющими или снижением прочности материа�
ла за счет цикличности нагрузки в пределах срока службы
детали.

Динамические нагрузки отличаются от статических
тем, что создаваемые ими инерционные эффекты сущест�
венны и ими нельзя пренебрегать.

Циклические нагрузки — это периодические нагруз�
ки, приводящие в пределах срока службы детали к сни�
жению прочностных свойств материала детали. В задачах
курса рассматриваются циклические нагрузки, не создаю�
щие существенных инерционных эффектов.

1.3.
ПЕРЕМЕЩЕНИЯ.

ИЗМЕНЕНИЯ РАЗМЕРОВ.
ДЕФОРМАЦИИ

Под действием нагрузки тело деформируется, меняет
свои размеры и форму. Изменение положения, т. е. коор�
динат точек деформируемого тела, в пространстве под дей�
ствием нагрузки соответствует их линейным или угловым
перемещениям. Перемещение может сопровождаться из�
менением размеров или формы тела или его части. Так,
балка без нагрузки с прямолинейной осью изгибается ме�
жду опорами, изменяя форму после приложения силы F
(рис. 1.4а). Ненагруженная консольная часть балки лишь
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поворачивается вокруг правой опоры, изменяя свои коор�
динаты, но оставаясь прямолинейной.

На рис. 1.4б показано плоское тело, которое под дей�
ствием нагрузки из формы 1 приняло под нагрузкой фор�
му 2. При этом произошло перемещение точки а в точку
а� и изменились ее координаты. Отрезок ab стал отрезком
a�b�, т. е. изменились его размеры на величину

�ab = a�b� – ab. (1.1)

Разность между конечной и начальной величинами
первоначально прямого угла �cab выразится как

�c�a�b� – �cab = �. (1.2)

Формула (1.1) указывает на линейное изменение раз�
меров участка тела вдоль отрезка ab, формула (1.2) — на
угловое изменение размеров (формы) тела.

Предел относительного изменения линейных размеров
и формы тела будем называть относительной деформаци�
ей (далее — деформацией), которая является безразмер�
ной величиной. Часто термином «деформация» определя�
ют любое изменение положения или размеров тела.

Предел относительного изменения линейного размера
отрезка тела в данной точке по выбранному направлению
при стремлении величины отрезка к нулю называют ли�
нейной деформацией 	:

0
lim .ab
ab

ab
ab�

� � � (1.3)

Выбирая различные направления отрезков ab и ac, бу�
дем получать различные линейные деформации.

Рис. 1.4
Виды деформирования тел

а б
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Деформацию вдоль линии действия нагрузки называ�
ют продольной линейной деформацией. Продольную де�
формацию вдоль оси z обозначают как 	z. Деформацию,
перпендикулярную нагрузке, называют поперечной ли�
нейной деформацией и обозначают по отношению к про�
дольной 	z как 	х или 	у.

Предел изменения угловых размеров в некоторой точ�
ке тела в выбранной плоскости называют угловой дефор�
мацией, углом сдвига � в точке а в плоскости bac:

0, 0
lim ( ) .bac

ab ac
b a c bac

� �
� � �� �� � � (1.4)

Выбирая различные ориентации плоскости, где раз�
мещаем отрезки ab и ac, будем получать различные угло�
вые деформации. В координатных плоскостях угловые
деформации прямых углов бесконечно малого кубика обо�
значают как 
yz, 
zх, 
ху. В этих обозначениях подстрочные
индексы соответствуют координатной плоскости, в кото�
рой происходит угловая деформация.

Линейная и угловая деформации могут меняться в точ�
ке тела в зависимости от направлений координатных осей,
проводимых через выбранную точку, а также от точки к
точке тела.

Совокупность линейных деформаций и углов сдвига
для всевозможных направлений координатных осей, про�
водимых через выбранную точку, образует деформирован�
ное состояние материала в точке.

Деформации, исчезающие после снятия нагрузки, на�
зывают упругими. Деформации, остающиеся в теле после
снятия нагрузки, называют пластическими.

1.4.
ВНУТРЕННИЕ СИЛЫ УПРУГОСТИ.

НАПРЯЖЕНИЯ

До приложения нагрузки между частицами твердого
тела действуют внутренние силы упругости, сохраняющие
форму тела. После приложения нагрузки тело деформи�
руется, расстояния между частицами меняются, и потому
меняются внутренние силы упругости. Решение задач со�
противления материалов связано с определением не абсо�
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лютной величины сил упругости, а лишь с величиной их
изменения. Именно величину изменения внутренних сил
при упругой деформации называют в сопротивлении ма�
териалов внутренними силами упругости. Поэтому в даль�
нейшем, говоря о внутренних силах упругости, будем
иметь в виду лишь величину их изменения под действием
приложенной к телу нагрузки (внешней).

Для иллюстрации сил упругости представим себе за�
крепленное в пространстве нагруженное тело (рис. 1.5а).
Мысленно разрежем его плоскостью и отбросим одну из
частей. Внутренние силы упругости распределяются не�
прерывно и в общем случае неравномерно в объеме тела.
По каждой мысленно выделенной площадке �A действу�
ет их некоторая величина (векторная) �R (рис. 1.5б). Стя�
гивая площадку �A к бесконечно малой (элементарной),
получим предел отношения внутренних сил упругости,
действующих на элементарной площадке, к ее величине,
называемый полным напряжением:

0
lim .n
A n

R dR p
A dA� �

� � �
�

(1.5)

При этом важна ориентация площадки dA, определяе�
мая положением нормали n к ней. Поэтому в обозначении

Рис. 1.5
Полное, нормальное и касательные напряжения

а б

в г
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самой элементарной площадки и полного напряжения
имеется подстрочный индекс: dAn и рn.

Полное напряжение pn на выбранной элементарной
площадке dAn представляет собой вектор, некоторым об�
разом ориентированный в пространстве (рис. 1.5в). Пол�
ное напряжение в общем случае зависит от выбора места
(точки) и ориентации площадки и будет другим в ином
месте или при ином наклоне площадки (иной нормали n).

В дальнейшем аналитическом исследовании использу�
ют не само полное напряжение рn, а его проекции на нор�
маль и касательную к выбранной элементарной площад�
ке. Проекцию полного напряжения на нормаль называют
нормальным напряжением и обозначают �n. Проекцию
полного напряжения на касательную к поверхности на�
зывают касательным напряжением и обозначают �n. Ка�
сательное напряжение также представляют в виде проек�
ций на оси х и у, лежащие в касательной плоскости, как
�nх и �nу соответственно. При этом очевидна связь

�n
2 = �nх

2 + �nу
2. (1.6)

Между полным, нормальным и касательным напряже�
ниями имеется зависимость (рис. 1.5г)

pn
2 = �n

2 + �n
2 = �n

2 + �nх
2 + �nу

2. (1.7)

Обратим внимание на то, что реально существует лишь
полное напряжение на выбранной бесконечно малой пло�
щадке в конкретной точке нагруженного тела. Нормаль�
ное и касательное напряжения введены для удобства даль�

нейших расчетов.
В  рамках  рассматриваемого

объема дисциплины «Сопротив�
ление материалов» выбор знака
важен лишь для нормальных на�
пряжений �. Если они направле�
ны от площадки, что соответству�
ет растяжению, то им присваива�
ют  положительный  знак;  если
направлены в сторону площадки,
что соответствует сжатию, то —

Рис. 1.6
Условно выделенный

кубик в некоторой точке
материала тела
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отрицательный. На рис. 1.6 показан нагруженный кубик
в статическом состоянии, для которого на правой и левой,
передней и задней площадках действуют нормальные на�
пряжения растяжения (�x > 0, �z > 0), на верхней и ниж�
ней — нормальные напряжения сжатия (�y < 0).

Заметим, что выделенный до нагружения прямоуголь�
ный кубик деформируется под действием нормальных на�
пряжений, оставаясь прямоугольным. При этом линейные
деформации определяют изменение его объема. Под дейст�
вием касательных напряжений прямоугольный кубик де�
формируется, превращаясь за счет угловых деформаций в
скошенный параллелепипед. При этом величина его объема
остается неизменной вследствие малых углов сдвига. Зна�
чит, угловые деформации связаны с изменением формы.

1.5.
ВНУТРЕННИЕ СИЛОВЫЕ ФАКТОРЫ.

ВИДЫ СОПРОТИВЛЕНИЯ

Пусть имеется брус с пространственной произвольной
нагрузкой (рис. 1.7а). Мысленно рассечем брус попереч�
ной (перпендикулярной оси z) плоскостью В и отбросим
его правую часть. В сечении В действуют внутренние силы
упругости в виде полных напряжений, в общем случае
меняющихся от точки к точке сечения. Полное напряже�
ние представим нормальным � и касательным � напряже�
ниями (рис. 1.7б). При этом дополнительно разложим �
на составляющие вдоль осей х и у (рис. 1.7в).

Рис. 1.7
Формирование

внутренних силовых
факторов

а б

в г
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Их результирующее (интегральное) по всему сечению
действие, приведенное к центру тяжести сечения, образу�
ет в общем случае главный вектор�силу системы и глав�
ный момент системы относительно центра тяжести. Про�
екции главного вектора сил упругости на оси xyz и их глав�
ного момента вокруг этих осей, соответствующие трем
силам и трем моментам, будем называть внутренними си�
ловыми факторами.

Итак, составляющие полного напряжения p, т. е. нор�
мальные � и касательные � напряжения, могут быть пред�
ставлены внутренними силовыми факторами. Внутренние
силовые факторы определяются интегрированием нор�
мальных и касательных напряжений по всему сечению
площади А (рис. 1.7г).

В результате получаем вдоль оси z продольную силу:

.
A

N dA� ��� (1.8)

А вдоль осей x и y — поперечные силы соответственно:

,x xA
Q dA� � �� (1.9)

.y yA
Q dA� � �� (1.10)

Вокруг осей x и y изгибающие моменты:

,x A
M y dA� � � �� (1.11)

.y A
M x dA� � � �� (1.12)

Вокруг оси z крутящий момент:

( ) .z х уA A
T M dA у х dA� � � �� � � � � � � � �� � (1.13)

Из формул (1.8)...(1.13) следует то, что внутренние си�
ловые факторы — это форма представления изменения
внутренних сил упругости, выраженная интегральным
(результирующим) по всему поперечному сечению дейст�
вием нормальных и касательных напряжений. Иначе мож�
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но сказать так: результирующее по всей площади попе�
речного сечения действие полных напряжений, представ�
ленное в виде проекций сил на оси и моментов вокруг осей,
образует внутренние силовые факторы.

Наличие в поперечном сечении того или иного внут�
реннего силового фактора или их комбинации определяет
вид сопротивления и соответствующий ему вид деформа�
ций, а также дает возможность судить о характере рас�
пределения напряжений в поперечном сечении.

В конкретных задачах вид и распределение напряже�
ний в поперечном сечении могут быть различными. В сле�
дующих разделах будут описаны формулы, связывающие
напряжения и характер их распределения в поперечном
сечении с конкретными внутренними силовыми факто�
рами.

В задачах дисциплины «Сопротивление материалов»
оказалось проще вначале определять внутренние сило�
вые факторы, их величину и уже по ним — вид, величи�
ну и характер распределения действующих напряжений,
деформаций и других параметров расчетной схемы. Та�
кая последовательность обусловлена простотой опреде�
ления внутренних силовых факторов и по ним — напря�
жений и деформаций, по которым производят оконча�
тельный расчет.

В зависимости от количества возникающих в сечении
внутренних силовых факторов различают простое и слож�
ное сопротивление. Иногда вид сопротивления могут на�
зывать видом нагружения. Однако мы будем оперировать
понятием «вид сопротивления» как более устоявшимся и
соответствующим названию дисциплины. Термин «нагру�
жение» будет относится к приложенной к телу нагрузке.

Простым сопротивлением называют такое условие,
при котором в поперечном сечении действует лишь один
из внутренних силовых факторов. Он связан с соответст�
вующими ему напряжениями и деформациями.

При наличии только продольной силы N вид сопро�
тивления называют растяжением–сжатием. Происходит
продольное смещение сечений бруса по направлению его
оси z.
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При наличии только поперечной силы Qx или Qy вид
сопротивления называют сдвигом, чистым сдвигом. Про�
исходит поперечное смещение сечений бруса, т. е. перпен�
дикулярно оси z.

При наличии только изгибающего момента Mx или My

вид сопротивления называют чистым изгибом. Сопротив�
ление, при котором в поперечном сечении возникают мо�
мент Mx и сила Qу или Mу и Qx, соответствует поперечно�
му изгибу. Происходит поперечное смещение и поворот
оси бруса в плоскости действия нагрузки.

Поперечное смещение называют прогибом, поворот —
углом поворота.

При наличии только крутящего момента Т вид сопро�
тивления называют кручением. Происходит поворот се�
чений бруса вокруг его оси z, называемый углом закручи�
вания бруса.

Умение определять напряжения, линейные и угловые
деформации, перемещения понадобится в дальнейшем в
расчетах на прочность, жесткость, в расчетах статиче�
ски неопределимых систем, систем в условиях динами�
ческого и циклического нагружения, систем на устойчи�
вость, а также в расчетах систем, подверженных колеба�
ниям.

Если в поперечном сечении действуют два и более
внутренних силовых фактора, то такой вид сопротивле�
ния относят к сложному сопротивлению. Это правило не
будет распространяться в дальнейшем на два обоснован�
ных исключения. Так, возникновение в поперечном се�
чении цилиндрической пружины одновременно попереч�
ной силы и крутящего момента, а в балке одновременно
поперечной силы и изгибающего момента позволяет, как
правило, рассматривать такие виды сопротивления как
простые. О причинах этих исключений будет сказано в
главах 6 и 7.

Ознакомившись с материалом данного подраздела,
можно сделать вывод: названием дисциплины «Сопротив�
ление материалов» выражается роль внутренних силовых
факторов, выявляемых при нагружении тела. Их количе�
ство и вид влияют на характер дальнейших расчетов.
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1.6.
МЕТОД СЕЧЕНИЙ

Для определения внутренних силовых факторов ис�
пользуется метод сечений. Он состоит из четырех после�
довательных действий (рис. 1.7а, г):
� разрезаем мысленно тело на две части поперечной (пер�

пендикулярной оси z) плоскостью B (рис. 1.7а);
� отбрасываем одну из частей тела (как правило, более

сложную);
� заменяем действие отброшенной части на оставшуюся

реакциями, действующими в поперечном сечении, т. е.
являющимися в данном случае внутренними силовы�
ми факторами (рис. 1.7г);

� записываем для остающейся (рассматриваемой) не�
подвижной части тела уравнения статики, по кото�
рым определяем значения внутренних силовых фак�
торов.
Величина внутренних силовых факторов может ме�

няться по длине расчетной схемы детали. Поэтому рас�
четную схему мысленно делят на участки, где вид функ�
ций, описывающих каждый внутренний силовой фактор,
неизменен. При этом сами внутренние силовые факторы
могут меняться внутри участка в соответствии с видом
описывающей их зависимости и изменением аргумента
(координаты z). Внутренние силовые факторы определя�
ют методом сечений последовательно на каждом участке
расчетной схемы.

Для решения задач нам также придется находить на�
пряжения, которые могут меняться по длине конструк�
ции, поскольку зависят от геометрических параметров
поперечных сечений. Поэтому при определении количе�
ства участков нам также придется учитывать изменения
в геометрии поперечных сечений, включая изменение на�
правления оси z.

Функции изменения внутреннего силового фактора по
участкам представляют в виде графика под расчетной схе�
мой с осью абсцисс z, параллельной оси бруса, и осью ор�
динат искомого параметра, например внутреннего сило�
вого фактора. Положительные значения искомого пара�
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метра принято откладывать в сторону направления оси у
или х. Площадь под эпюрой имеет равномерную штрихов�
ку, перпендикулярную оси z. Этот график называют в дис�
циплине «Сопротивление материалов» эпюрой.

1.7.
ЗАКОН ГУКА

В данном изложении дисциплины «Сопротивление
материалов» рассматриваются в основном такие системы,
в которых нагрузка и вызываемые ею деформации нахо�
дятся в пропорциональной зависимости, т. е. исследуют�
ся упругие линейно деформируемые системы. Это наблю�
дение было сформулировано и высказано Гуком:

                     F = K � �l, (1.14)

где F — нагрузка, K — размер�
ный коэффициент пропорцио�
нальности, �l — изменение раз�
меров тела. Оно получило на�
звание закона Гука.

В сопротивлении материа�
лов закон Гука представляют в
координатах «деформация–на�

пряжение» (рис. 1.8). При таком представлении нагрузка
как внешний параметр заменяется составляющими сил уп�
ругости в виде нормальных или касательных напряжений.
Так, закон Гука при растяжении–сжатии имеет вид

� = 	tg
 = E	, (1.15)

где E = tg
 — модуль упругости первого рода (его также
называют модулем продольной упругости или модулем
Юнга) с размерностью Па = Н/м2.

Закон Гука при сдвиге имеет вид

� = 
tg� = G
. (1.16)

где G = tg� — модуль упругости второго рода (его также
называют модулем сдвига) с размерностью Па = Н/м2.

Формулы (1.15) и (1.16) являются функциями наклон�
ных прямых, указывающими на пропорциональную связь

а б

Рис. 1.8
Графическое проявление

закона Гука
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между деформациями и напряжениями в области дейст�
вия закона Гука. Модули упругости первого (E) и второго
(G) рода характеризуют жесткость материала и равны тан�
генсу угла наклона прямой к оси абсцисс.

1.8.
КОНЦЕНТРАЦИЯ НАПРЯЖЕНИЙ.
КОНЦЕНТРАТОРЫ НАПРЯЖЕНИЙ

Каждый внутренний силовой фактор соответствует оп�
ределенному распределению напряжений по сечению. Про�
стые виды нагружения (сопротивления) соответствуют про�
стым видам распределения напряжений в поперечном се�
чении. Однако это справедливо для той части детали, где ее
форма является регулярной, т. е. не имеет резких измене�
ний. Если в детали имеется выточка, резкое изменение фор�
мы или величины поперечного сечения, направления оси
z, появляются проточка, паз, имеется грубая обработка по�
верхности и др. (рис. 1.9), то в этом месте происходит рез�
кое изменение условий деформирования детали.

В результате характер изменения напряжений нару�
шается, величина максимальных напряжений в местах,
непосредственно примыкающих к таким конструкцион�
ным особенностям, резко возрастает (напряжения �max на
рис. 1.10). Изменяется также вид напряженного состояния:
простое превращается в сложное (виды напряженного

Рис. 1.9
Виды концентраторов

напряжений

Рис. 1.10
Изменения распределения

напряжений в зоне концентра�
тора напряжений
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состояния рассмотрены далее в главах 8...11). Имеет ме�
сто так называемая стесненная деформация, т. е. деформа�
ция, отличная от той, которая имела бы место при отсутст�
вии концентратора напряжений. Место резкого изменения
деформационных свойств детали является концентратором
напряжений.

Однако изменение распределения напряжений явля�
ется локальным и ограничено зоной непосредственной
близости к вызвавшей их конструкционной особенности
детали. Вне этой зоны концентратор не оказывает влия�
ния на напряжения. Они становятся соответствующими
виду внутреннего силового фактора и называются номи�
нальными (напряжения �н на рис.1.10).

Напряжение, вычисленное на основе предположений об
отсутствии концентрации напряжений, называют номи�
нальным напряжением и обозначают как �н. Местный рост
напряжений от концентратора учитывается при необходи�
мости введением коэффициентов, увеличивающих номи�
нальное напряжение до некоторого максимального �max.
Оно может превышать номинальное в 2–3 раза и более.

В зоне концентрации напряжений возникают пласти�
ческие деформации, сглаживающие эффект стесненной
деформации. Принято считать, что при статической на�
грузке пластичные материалы слабо чувствительны к кон�
центрации напряжений. При ударных или циклических
нагрузках влияние концентраторов напряжений учиты�
вается введением коэффициентов концентрации напряже�
ний. Хрупкие материалы весьма чувствительны к влия�
нию концентраторов напряжений. Понятия пластичных
и хрупких материалов даны в главе 3.

1.9.
ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ

В МЕТОДИКАХ РАСЧЕТА ДИСЦИПЛИНЫ
«СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ»

Для упрощения методов аналитического исследова�
ния, т. е. расчета, кроме упрощения конструкции детали
и ее нагрузки до расчетной схемы в задачах сопротивле�
ния материалов применяют следующие принципы.
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Принцип начальной ненагруженности тела: в теле до
приложения нагрузки отсутствуют напряжения, образую�
щие внутренние силовые факторы. Принцип позволяет не
учитывать напряжения, возникшие до приложения на�
грузки.

Принцип начальных размеров тела: перемещение то�
чек тела под действием приложенной нагрузки мало по
сравнению с размерами тела и им можно пренебречь. Прин�
цип позволяет записывать уравнения статики без учета
изменений размеров тела (деформаций), происходящих
под действием нагрузки.

Принцип независимости распределения напряжений
от способа приложения нагрузки (но не от вида самой на�
грузки) — принцип Сен�Венана: в точках тела, достаточ�
но удаленных от мест приложения нагрузки, характер
распределения напряжений по сечению не зависит от спо�
соба приложения этих нагрузок и зависит от вида нагруже�
ния. Принцип позволяет вести расчеты без учета концен�
траторов напряжений. В необходимых случаях местное
повышение напряжений учитывается введением попра�
вочных коэффициентов.

Принцип независимости действия сил (принцип супер�
позиции): результат воздействия на тело системы сил не
зависит от последовательности их приложения и равен
сумме результатов воздействий на это тело отдельно при�
ложенных сил. Этот принцип справедлив лишь для ли�
нейно деформируемых систем, т. е. таких, у которых де�
формации пропорциональны прилагаемой нагрузке (см.
раздел 1.7). Возможность использования этого принципа
позволяет решать статически неопределимые системы,
вести расчеты при сложном сопротивлении.

1.10.
УСЛОВИЯ РАВНОВЕСИЯ
НАГРУЖЕННОГО ТЕЛА

В сопротивлении материалов рассматриваются про�
стые тела в условиях равновесия. Для решения задач ис�
пользуют уравнения статики. При динамических нагруз�
ках в эти уравнения вводят инерционные составляющие
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по принципу д’Аламбера. Их добавление означает, что
нагрузка, воздействующая на рассматриваемое тело или
его часть, уравновешена и можно составлять уравнения
статики. Реакции рассматривают в виде их проекций на
выбранную систему осей (силы) и вокруг них (моменты).
Реакции являются следствием ограничения перемещений
тела в направлении, определяемом действующей системой
сил. Каждое ограничение называют наложенной связью
или просто связью. Сколько ограничено направлений пе�
ремещений вдоль осей и вокруг них, столько связей нало�
жено на систему и столько реакций в ней возникает. Для
рамных систем, которые в данном изложении не рассмат�
риваются, понятие связи потребует уточнения.

Для равновесного состояния тела необходимо некото�
рое наименьшее число определенных связей в опорах, ко�
торое зависит от вида и размещения нагрузки. Если связей
недостаточно, система превращается в механизм, элемен�
ты которого могут двигаться. Наименьшее необходимое
для равновесия системы число связей в опорах, т. е. число
возникающих опорных реакций, равно числу уравнений
статики, которое можно записать для данной системы. То
есть число возникающих опорных реакций равно числу
уравнений статики, которое можно записать для данной
системы. Такие системы называют статически определи�
мыми (рис. 1.11а, б, в). В статически определимых систе�

Рис. 1.11
Примеры статически определимых
и статически неопределимых задач

а б в

г д е
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мах все опорные реакции могут быть определены из рав�
ного их количеству числа уравнений статики. Если число
связей (реакций) превышает число уравнений статики,
нетривиальных для данной системы, то она называется
статически неопределимой (рис. 1.11г, д, е). Это означает
невозможность определения реакций системы лишь с по�
мощью уравнений статики для системы в целом.

В теоретической механике показано: систему сил, дей�
ствующих на тело, можно привести относительно некото�
рой точки к двум результирующим: к главному вектору�
силе и главному моменту. Каждый из них имеет по три
проекции относительно координатных осей. Для равно�
весия системы необходимо равенство нулю всех проекций.
Значит, количество уравнений статики равно количеству
возможных проекций главного вектора сил и главного
момента, к которым можно привести действующие на кон�
струкцию нагрузки.

В общем случае пространственного расположения этих
векторов имеем шесть проекций: три проекции сил на оси
xyz и три проекции моментов вокруг осей. Чтобы система
находилась в равновесии, необходимо равенство нулю
главного вектора сил и главного момента, а значит, ра�
венство нулю всех шести их проекций. Для плоской сис�
темы непараллельных сил могут появиться лишь три про�
екции, для плоской системы параллельных сил — лишь
две, для линейной системы сил — одна. Значит, для про�
странственной системы сил имеем шесть независимых
уравнений статики, для плоской системы непараллельных
сил — три, для плоской системы параллельных сил — два,
для одноосной — одно.

Число опорных связей сверх необходимого для статич�
ности системы называют числом «лишних» связей. Таким
образом, «лишними» являются те связи, без которых сис�
тема остается неподвижной для заданной нагрузки.

Число «лишних» связей также называют степенью
статической неопределимости системы, которая соответ�
ствует числу дополнительных уравнений (к уравнениям
статики), необходимых для определения неизвестных ре�
акций и внутренних силовых факторов.
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Первоначально направления реакций (сил и моментов)
выбираются произвольно. Правила знаков в каждом урав�
нении статики также выбираются произвольно при соблю�
дении в каждом отдельном уравнении для всех его слагае�
мых выбранного правила. Если в результате расчета связь
оказывается отрицательной, значит, она действует в об�
ратном направлении.

Пример 1.1.
Д а н о: расчетная схема по рис. 1.11а.
Т р е б у е т с я: определить реакции в опорах.
Решение. Для одноосной системы сил по рис. 1.11а

имеем лишь одно уравнение статики �Zi = 0, по которому
–ZB + F = 0, откуда ZB = F.

Любые другие уравнения статики для данной системы
окажутся тривиальными, т. е. их левая часть будет иметь
единственный член — саму реакцию. Значит, она тожде�
ственно будет равна нулю. Так, в уравнении

�МxВ = 0

левая часть раскрывается лишь как МxВ = 0, что триви�
ально. Поэтому такие уравнения не записывают.

Пример 1.2.
Д а н о: расчетная схема по рис. 1.11б.
Т р е б у е т с я: определить реакции в опорах.
Решение. Для системы плоских параллельных сил по

рис. 1.11б имеем только два уравнения статики �МxВ = 0
и �МxС = 0, по которым YC(l1 + l2) – Fl1 = 0 и YB(l1 +l2) –
– Fl2 = 0, откуда
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�

� .

Пример 1.3.
Д а н о: расчетная схема по рис. 1.11в.
Т р е б у е т с я: определить реакции в опорах.
Решение. Для системы параллельных сил в двух плоско�

стях по рис. 1.11в имеем по два уравнения статики в каждой
плоскости. Первое — для сил, действующих в вертикальной
плоскости (плоскости рисунка), �МxВ = 0 и �МxС = 0, по ко�
торым YC(l1 + l2 + l3) – F1l1 = 0 и YB(l1 + l2 + l3) – F1(l2 + l3) = 0,
откуда



ГЛАВА 1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ДИСЦИПЛИНЕ 39

1
1

1 2 3
C

l
Y F

l l l
�

� �  и 
2 3

1
1 2 3

.B
l l

Y F
l l l

��
� �

Второе — для сил, действующих в горизонтальной
плоскости, �МyВ = 0 и �МyС = 0, по которым ХC(l1 + l2 +
+ l3) – F2(l1 + l2) = 0 и ХB(l1 + l2 + l3) – F2l3 = 0, откуда

1 2
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1 2 3
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l l
Y F

l l l
��

� �  и 
3

2
1 2 3

.B
l

Y F
l l l

�
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Пример 1.4.
Д а н о: расчетная схема по рис. 1.11г.
Т р е б у е т с я: определить реакции в опорах.
Решение. Для системы плоских параллельных сил

по рис. 1.11г имеем два уравнения статики �МxВ = 0 и
�МxС = 0, по которым YC(l1 + l2) – Fl1 + МВ = 0 и YB(l1 + l2) –
– МВ – Fl2 = 0. Здесь три неизвестные и лишь два уравне�
ния статики. Поэтому задача является статически неоп�
ределимой. То же получаем для примеров по рис. 1.11д, е.

1.11.
О РАСЧЕТАХ СЛОЖНЫХ СИСТЕМ

НА ЭВМ

Традиционные задачи сопротивления материалов до�
статочно просты и относятся к инженерным расчетам, не
претендующим на точность выше ±5%, о чем было сказа�
но в разделе 1.1. Для ответственных и сложных элемен�
тов конструкций механические характеристики материа�
ла могут экспериментально устанавливаться для каждой
изготавливаемой детали, например для каждого корпуса
роторов жидкостных сепараторов. В этом случае целесо�
образна повышенная точность расчетов. Ответственность
работы и сложность конфигурации реальных деталей, с
одной стороны, и разработка машинных методов для вы�
числительной техники — с другой, привели к качествен�
но более точным методам расчета.

Для достаточно простых, но трудоемких в вычисле�
ниях задач сопротивления материалов могут разрабаты�
ваться частные машинные методики расчетов. Главным
в этих методиках является выбор наиболее общего эле�
мента (участка).
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Так, в задачах растяжения и сжатия прямолинейного
бруса наиболее общим будет участок, содержащий все воз�
можные нагрузки в виде моментов и сил сосредоточенных
и распределенных, свои модуль продольной упругости и
параметры поперечного сечения. Здесь также может быть
учтен полный набор концентраторов напряжений.

В более сложных конструкциях требуется применение
современных методов, таких как метод конечных элемен�
тов. Они основаны на результатах более точных прочност�
ных дисциплин, и их рассмотрение не входит в програм�
му дисциплины «Сопротивление материалов».

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО ТЕМЕ
«ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ДИСЦИПЛИНЕ»

1. Перечислить три типа задач дисциплины сопротивления
материалов.

2. Что называют расчетной схемой?
3. Дать пояснения свойствам идеализированного (схематизи�

рованного) материала: непрерывности, однородности, изо�
тропности, идеальной упругости.

4. Дать пояснения разновидностям геометрических тел, иссле�
дуемых в дисциплине «Сопротивление материалов»: брус,
оболочка или пластина, массив.

5. Какую ось называют центральной?
6. Что такое консоль?
7. Что такое деформация в точке тела и какие деформации

рассматриваются в дисциплине «Сопротивление материа�
лов»?

8. Что такое деформированное состояние в точке?
9. Какие деформации называют упругими?

10. Какие деформации называют пластическими?
11. Какие силы называют внутренними силами упругости?
12. Что называют полным напряжением?
13. Какое напряжение называют нормальным, какое — каса�

тельным?
14. Какова взаимосвязь между полным, нормальным и каса�

тельным напряжениями?
15. Что называют напряженным состоянием в точке?
16. Что называют внутренними силовыми факторами?
17. Какие внутренние силовые факторы в общем виде могут

возникнуть в сечении?
18. Какой смысл вкладывают в понятие «вид сопротивления»?
19. Чем отличаются простые виды сопротивления от сложных?
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20. Какой вид сопротивления называют растяжением–сжатием?
21. Какой вид сопротивления называют сдвигом?
22. Какой вид сопротивления называют изгибом?
23. Для чего применяют метод сечений?
24. Какова последовательность четырех действий в применении

метода сечений?
25. Как записывается закон Гука при действии нормальных

напряжений?
26. Как записывается закон Гука при действии касательных

напряжений?
27. В чем заключается принцип начальной ненагруженности

тела?
28. В чем заключается принцип начальных размеров тела?
29. В чем заключается принцип независимости распределения

напряжений от способа приложения нагрузки (принцип
Сен�Венана)?

30. В чем заключается принцип независимости действия сил
(принцип суперпозиции)? Для каких систем он применим?

31. Какую систему называют линейной, какую – нелинейной?
32. Создает ли момент проекцию силы на какую�нибудь ось?
33. Входит ли момент в уравнение суммы проекций сил на ось?
34. Входит ли момент в уравнение суммы моментов относитель�

но оси, проходящей через точку, где расположен этот момент?
35. Входит ли сила в уравнение суммы моментов относительно

оси, проходящей через точку, где расположена эта сила?
36. Назовите виды концентраторов напряжений.
37. Что называют связью тела в пространстве?
38. Какие системы называют статически определимыми?
39. Какие системы называют статически неопределимыми?
40. Что называют степенью статической неопределимости?
41. Что называют «лишней» связью?
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ
МАТЕРИАЛА В ТОЧКЕ

В главе 1 было показано, что в материале нагруженного
элемента возникают полные напряжения, которые в за�
дачах сопротивления материалов представляют их проек�
циями, перпендикулярными к выделенной площадке или
лежащими в ее плоскости. Напряжения, перпендикуляр�
ные к площадке, называют нормальными и обозначают
как �, а лежащие в ее плоскости — касательными и обо�
значают как �.

2.1.
ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

Мысленно выделим в некоторой точке нагруженного
тела произвольно ориентированный бесконечно малый
объем в виде кубика. В общем случае на его гранях дейст�
вуют и нормальные, и касательные напряжения. Иным
образом ориентированный кубик в той же точке тела мо�
жет иметь на своих гранях иные значения полных напря�
жений и их проекций — нормальных и касательных на�
пряжений. Совокупность напряжений, действующих на
всем многообразии площадок, которые можно провести
через данную точку тела, называется напряженным со�
стоянием. Напряженное состояние в общем случае меня�
ется от точки к точке тела. Поэтому правильно говорить о
напряженном состоянии в некоторой точке тела.

Оказывается, при любом напряженном состоянии мож�
но найти такую ориентацию кубика, при которой полные
напряжения будут перпендикулярны его площадкам, т. е.
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на них будут действовать лишь нормальные напряжения.
Доказательство этого утверждения дано в разделе 2.3.
Площадки, на которых касательные напряжения отсут�
ствуют, называются главными площадками. Действую�
щие на них нормальные напряжения называются глав�
ными напряжениями. Подчеркивать то, что главными
напряжениями являются нормальные, не имеет смысла,
поскольку в этом случае касательные равны нулю по усло�
вию. При отсутствии касательных напряжений площад�
ки остаются главными и в случае равенства нулю на них
нормальных напряжений.

Исследовать напряженное состояние — значит полу�
чить зависимости, позволяющие в данной точке тела оп�
ределить напряжения на площадке, ориентированной про�
извольным образом.

Поскольку кубик бесконечно мал, можем считать, что
изменения напряжений по поверхности площадок не про�
исходит. В связи с этим для равновесия главные нормаль�
ные напряжения на противоположных параллельных пло�
щадках должны быть равны друг другу и противополож�
ны по направлению.

Главные напряжения, действующие по трем взаимно
перпендикулярным площадкам, обозначаются с подстроч�
ными индексами: �1, �2 и �3. Индексы присваиваются та�
ким образом, чтобы с учетом знака (растягивающие —
положительны, сжимающие — отрицательны) выполня�
лись неравенства

�1 � �2 � �3. (2.1)

Вид напряженного состояния в точке в зависимости
от количества главных напряжений называется трехос�
ным (или объемным), двухосным (плоским), одноосным
(линейным). Двухосное напряженное состояние можно
считать частным случаем трехосного, у которого на одной
паре параллельных главных площадок напряжение рав�
но нулю. Аналогично можно оценивать одноосное напря�
женное состояние. Примеры обозначения главных напря�
жений приведены на рис. 2.1: а — трехосное (объемное);
б — двухосное (плоское); в — одноосное (линейное).
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Отметим особенность касательных напряжений. Пред�
ставим себе неподвижный кубик, по правой площадке ко�
торого действуют только касательные напряжения. Тогда
он должен двигаться вверх (на рис. 2.2а пунктирной стрел�
кой показано направление вертикального движения). Зна�
чит, для равновесия кубика (проекция сил на вертикаль�
ную ось) по левой площадке (такой же площади, что и
правая) должны действовать такие же, но противополож�
но направленные касательные напряжения (рис. 2.2б).

Рис. 2.1
Примеры напряженного состояния материала

Рис. 2.2
Обоснование закона парности касательных напряжений

а б в

а

б

в
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Теперь на кубик действует момент от касательных напря�
жений по двум площадкам. Тогда кубик должен вращать�
ся против движения часовой стрелки (на рис. 2.2б пунк�
тирной дуговой стрелкой показано направление враща�
тельного движения). Для равновесия должен действовать
такой же по величине, но противоположно направленный
момент со стороны сил, действующих на двух других пло�
щадках (верхней и нижней). Значит, и по этим двум пло�
щадкам кубика действуют такие же по величине и на�
правленные в противоположные стороны касательные на�
пряжения (неподвижный кубик на рис. 2.2в). Получили
систему, иллюстрирующую закон парности касательных
напряжений: на каждой площадке действуют равные по
величине касательные напряжения, при этом на взаимно
перпендикулярных площадках касательные напряжения,
перпендикулярные общему ребру, направлены таким об�
разом, что стремятся поворачивать кубик в противополож�
ные стороны. Далее мы получим аналитическое подтвер�
ждение этому выводу. Напряженное состояние, при кото�
ром элементарный объем можно выделить таким образом,
что по его площадкам будут действовать лишь касатель�
ные напряжения, называют чистым сдвигом.

2.2.
НАПРЯЖЕНИЯ НА НАКЛОННЫХ

ПЛОЩАДКАХ ПРИ ПЛОСКОМ
НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ

Представим себе выделенный в нагруженном теле бес�
конечно малый кубик, который находится в плоском на�
пряженном состоянии (см. рис. 2.3а). Тогда в общем слу�
чае имеем �у � �z и одинаковые по абсолютной величине,
но противоположные по направлению �. Примем показан�
ное направление напряжений положительным.

Мысленно разрежем кубик сечением, которое перпен�
дикулярно плоскости «y — z» и расположено под углом 

к вертикальной площадке. Отбросим его правую часть
(рис. 2.3б). Угол 
 считаем положительным, если он на�
правлен от оси z к оси у по кратчайшему расстоянию (как
показано на рисунке) против движения часовой стрелки.
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Для оставшегося элемента составим уравнения равно�
весия проекций сил на оси y� и z�:

�Z�i = 0 и �Y�i = 0. (2.2)

Первое из этих уравнений дает

��dA – �zcos
dAcos
 – �sin
dAcos
 –
– �ysin
dAsin
 – �cos
dAsin
 = 0,

откуда

�� = �zcos2
 + �ysin2
 + �sin2
. (2.3)

Иная форма записи (2.3) в виде

cos2 sin2
2 2

z y z y
�

� �� � ��
� � � � � � � � (2.4)

получается подстановкой в (2.3) тригонометрических вы�
ражений

2

2

1cos (1 cos2 ),
2
1sin (1 cos2 ).
2

� � � �

� � � � (2.5)

Нормальное напряжение на перпендикулярной пло�
щадке (вместо 
 берем 
 + 90�) получаем из (2.4):

90 cos2 sin2 .
2 2

z y z y
�

� � � � ��
� � � � � � � � 	 � (2.6)

Теперь, сложив (2.4) с (2.6), получим

�� + �� + 90� = �z + �y = const. (2.7)

Рис. 2.3
Иллюстрация к исследованию плоского напряженного состояния

а б
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Как видим, сумма нормальных напряжений на двух
взаимно перпендикулярных площадках постоянна при
любом значении угла наклона осей «y — z», т. е. не зави�
сит от величины 
.

Второе из уравнений (2.2) дает

��dA + �zsin
dAcos
 – �cos
dAcos
 –
– �ycos
dAsin
 + �sin
dAsin
 = 0, (2.8)

откуда

sin2 cos2 .
2

z y
�

� ��
� � � � � � � (2.9)

Следствие.
Подставив известные тригонометрические выражения

sin2( 90 ) sin2 ,

cos2( 90 ) cos2

� � � � � �
� � � � � �

(2.10)

в (2.9), получим

�� + 90� = –��. (2.11)

Последовательно увеличивая угол на 90�, будем полу�
чать неизменное по модулю и противоположное по направ�
лению �. Таким образом, аналитически подтвержден закон
парности касательных напряжений. Он может формули�
роваться и таким образом: на двух взаимно перпендику�
лярных площадках касательные напряжения, перпенди�
кулярные общему ребру, равны по величине и направле�
ны оба либо к ребру, либо от ребра.

2.3.
ГЛАВНЫЕ ПЛОЩАДКИ

И ГЛАВНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ ПРИ ПЛОСКОМ
НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ

Напряжения �� и �� являются тригонометрическими
периодическими непрерывными функциями. Поэтому при
определенных величинах угла 
 напряжения приобрета�
ют экстремальные, т. е. максимальные или минимальные,
значения.

Найдем этот угол, обозначив его как 
0. Для этого в
(2.3) возьмем первую производную от �� по углу 
:
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2 sin2 cos2 ,
2

z yd
d

� � ��� �� � � � � 	 �
 �� � 

(2.12)

приравняем ее к нулю и после преобразований выразим
как

0
2tg2 .

z y

�� �
� �� (2.13)

Формула (2.13) предполагает два угла: 
0� = 
0 и 
0� =
= 
0 + 90�, т. е. углы взаимно перпендикулярных площадок.

Обратим внимание, в (2.12) стоящее в скобках выра�
жение представляет собой формулу касательного напря�
жения по (2.9). Отсюда (2.12) можно записать в виде

2 .
d
d

�
�

�
� �

� (2.14)

Поэтому на площадке экстремального нормального
напряжения, для которого левая часть (2.14) равна нулю,
касательное напряжение также должно быть равно нулю:

��|� = 
0 = ��0 = 0. (2.15)

Значит, площадки, на которых нормальные напряже�
ния приобретают экстремальные значения, являются глав�
ными, и сами экстремальные нормальные напряжения
являются главными напряжениями.

Зная этот вывод, формулу (2.13) можно упростить,
если непосредственно в (2.9) принять �� = 0. Заметим: с
самого начала не ставилось ограничений на вид напряжен�
ного состояния (см. рис. 2.3). Это говорит о том, что, дей�
ствительно, при любом напряженном состоянии можно
таким образом сориентировать площадки кубика, что они
станут главными (��0 = 0) и действующие на них нормаль�
ные напряжения окажутся главными, приобретя экстре�
мальные значения.

Определим величины экстремальных (главных) напря�
жений. С этой целью преобразуем (2.4) с учетом 
 = 
0.
В результате получим

0 0 0tg2 cos2 .
2 2

z y z y
�

� � � � ��� �
� � � � 	 � �
 �

� 

(2.16)
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Поскольку

0 2
0

1cos2 ,
1 tg 2

� � �
� � (2.17)

то по (2.13) имеем

0 2 2
cos2 .

( ) 4

z y

z y

� ��
� � �

� �� � � (2.18)

После подстановки (2.13) и (2.18) в (2.16) получаем

2 2
max (min)

1 ( ) 4 .
2 2

z y
z y

� ��
� � � � �� � � (2.19)

Наличие знака «�» в (2.19) означает то, что на одной
паре параллельных площадок кубика главные напряже�
ния максимальны (�max = �1), а на другой — минимальны
(если �min > 0, то �min = �2; если �min < 0, то �min = �3).

Если �y = 0, то, опуская за ненадобностью подстроч�
ный индекс z, (2.19) упростится до

2 2
max (min) 1(3)

1 4 .
2 2
�� � � � � � � � (2.20)

2.4.
ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ

КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ

Совместим оси «y — z» с направлениями �1 и �2, при�
няв ориентирование кубика по главным площадкам в ка�
честве исходного. При этом обозначим �z = �1 и �y = �2, а

касательные напряжения на этих пло�
щадках должны быть приняты равны�
ми нулю (на главных гранях кубика
� = 0). Теперь угол наклона нормали к
произвольной площадке будет откла�
дываться от направления z (рис. 2.4).

Для наклонной грани кубика, ори�
ентированного главными площадка�
ми, (2.4) и (2.9) будут иметь вид

    1 2 1 2 cos2 ,
2 2�

� � � � ��� � � � (2.21)

                1 2 sin2 .
2�

� ��� � � �
(2.22)

Рис. 2.4
Иллюстрация к

определению экстре�
мального касательно�

го напряжения
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Экстремальные касательные напряжения получаем из
(2.22) для 
 = �45�, поскольку sin[2(�45�)] = �1:

1 2
45 .

2
э
� � �

� ��� � � � � (2.23)

Таким образом, экстремальные касательные напряже�
ния в точке равны полуразности главных напряжений и
действуют на площадках, наклоненных к главным пло�
щадкам под углом 45�. При этом нормальные напряже�
ния на той же площадке будут равны полусумме главных
напряжений, поскольку cos[2(�45�)] = 0:

1 2
45 .

2
� � �� �� (2.24)

Отсюда следуют два частных случая.
1�й частный случай. Если �1 = � и �3 = –� (рис. 2.5а),

то по (2.23) и (2.24) имеем ���� = �45� = 0 и ���� = �45� = � —
действуют лишь касательные напряжения (рис. 2.5б).
В рассматриваемом случае �2 должно писаться как �3,
поскольку на второй паре площадок сжатие и третья пара
не нагружена: �2 = 0. Значит, имеем чистый сдвиг.

2�й частный случай. Если �1 = � и �2 = �, то по (2.21) и
(2.22) при любом 
 имеем �� = 0 и �� = �. Значит, любая
площадка является главной с неизменными по величине
главными напряжениями.

Пример 2.1.
Д а н о: напряженное состояние в точке по рис. 2.2, где

�z = –600 МПа (сжатие), �y = 1100 МПа, � = 400 МПа.
Т р е б у е т с я: определить угол наклона главных пло�

щадок 
0 к исходным, а также величины главных напря�
жений и экстремальных касательных напряжений.

Рис. 2.5
Напряженное состояние при чистом сдвиге

а б
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Решение. Тангенс двойного угла наклона главных пло�
щадок равен

0
2 400tg2 0,471.

( 600) 1100
�� � � �

� �
Следовательно,

0
arctg( 0,471) 1800,220 рад 0,220 12,6

2
�� � � � � � � � � �

�

и главные площадки определяются поворотом осей по ча�
совой стрелке на угол, равный 12,6�.

Экстремальные напряжения соответствуют

2 2
max (min)

( 600) 1100 1 [( 600) 1100] 4 400
2 2

(250 472) МПа,

� �� � � � � � � �

� �

откуда главные напряжения равны �1 = 722 МПа, �3 =
= –222 МПа.

Экстремальные касательные напряжения, действую�
щие по неглавным площадкам, наклоненным под некото�
рым углом � � 
0, равны

1 3 722 ( 222)
472 МПа.

2 2
э
�

� �� � �� � � � � � �

Для вычисления ��э в (2.23) вместо �2 указано напря�
жение �3, поскольку оно является наименьшим (сжатие)
и �2 = 0. Знак «�» указывает на различие направлений ��э
на перпендикулярных площадках.

2.5.
КРУГОВАЯ ДИАГРАММА НАПРЯЖЕННОГО

СОСТОЯНИЯ В ТОЧКЕ (КРУГ МОРА)

Формулам (2.21) и (2.22) может быть дана геометриче�
ская интерпретация, предложенная Мором.

Обозначим в (2.21) и (2.22)
1 2 1 2; .

2 2
a R

� � � � ��� � (2.25)

Тогда (2.21) и (2.22) примут вид выражений

cos2 ,

sin2 ,

a R

R
�

�

� � � �
� � � �

(2.26)
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которые в координатах �–� (ось � направлена вправо, ось
� — вниз) являются уравнениями окружности радиуса R в
параметрической форме (рис. 2.6). Эта окружность назы�
вается круговой диаграммой напряженного состояния в
данной точке или кругом Мора.

Круг Мора дает представление о величине и знаке на�
пряжений на площадке, наклоненной под углом 
 к оси �.
Для этого из точки В проводят линию под углом 
. Ее пе�
ресечение с окружностью дает точку К. Наклон площад�
ки соответствует линии, перпендикулярной ВК. А дейст�
вующие по этой площадке напряжения соответствуют ко�
ординатам точки К, т. е. �� и ��. В правом верхнем углу
круговой диаграммы напряженного состояния (рис. 2.6)
показано направление площадки в точке К и действую�
щие на ней напряжения �� и ��. Максимальное касатель�
ное напряжение соответствует углу 2
 = 90�.

Уравнение окружности, описывающей круг Мора, мож�
но получить и иным способом.

С этой целью в (2.21) перенесем 1 2

2
� � �  в его левую

часть и полученное выражение возведем в квадрат. Так�
же возведем в квадрат выражение (2.22). Сложим их пра�
вые и левые части. С учетом того, что cos22
 + sin22
 = 1,
в результате получим

2 2
1 2 1 22 .

2 2� �
� � � � ��� � � �� � � � 	
 � 
 �

� 
 � 
 (2.27)

Это и есть уравнение окружности в координатах �–�, с цен�
тром на расстоянии а от начала координат и радиусом R
по (2.25).

Рис. 2.6
Круг Мора
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2.6.
ОБОБЩЕННЫЙ ЗАКОН ГУКА.

ОБЛАСТЬ ЧИСЛЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ
КОЭФФИЦИЕНТА ПУАССОНА

Установим общие зависимости между нормальными
напряжениями и линейными деформациями по направ�
лениям действия этих напряжений.

Выделим в объекте, нагруженном произвольной на�
грузкой, бесконечно малый элемент, по граням которого
действуют главные напряжения (рис. 2.7).

Далее введем понятие про�
дольной и поперечной дефор�
маций.  Деформацию  по  на�
правлению той нагрузки, ко�
торая ее вызывает, назовем
продольной. Ее обозначают
как 	. Деформацию, перпен�
дикулярную вызвавшей ее на�
грузке, назовем поперечной.
Ее обозначают как 	�. Они свя�
заны друг с другом соотноше�
нием

	� = –�	. (2.28)
Применим принцип суперпозиции, дающий возмож�

ность изолированно рассматривать действие каждого на�
пряжения и путем суммирования их результатов находить
конечный.

В направлении оси х действующее �x создает продоль�

ную деформацию ,x

E
�

 а два других напряжения (�y, �z) —

поперечные , .y z

E E
�� ��

�� ��� �
	 
  Сложив три деформации от

трех напряжений, получим результирующую деформацию
в направлении оси x:

.yx z
x E E E

�� �� � �� �� (2.29)
Точно так же получаем результирующие деформации

в направлении двух других осей. В результате имеем три
формулы:

Рис. 2.7
Выделенный в нагруженном
теле элемент при трехосном

напряженном состоянии
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1 [ ( )],

1 [ ( )],

1 [ ( )],

x x y z

y y x z

z z x y

E

E

E

� � � �� � ��

� � � �� � ��

� � � �� � ��
(2.30)

которые являются аналитическим выражением обобщен�
ного закона Гука для изотропного тела. Значения напря�
жений подставляют со знаком: растягивающие — с плю�
сом, сжимающие — с минусом.

Определим величину объемной деформации кубика,
имеющего до нагружения ребра единичной длины и объ�
ем, равный V = 1 � 1 � 1 = 1. После нагружения его объем
изменится до V + �V = (1 + 	x)(1 + 	y)(1 + 	z). Тогда его объ�
емная деформация будет равна

( )

(1 )(1 )(1 ) 1 1 1
.

1 1 1

V

x y z
x y z

V V VV
V V

� � ��� � � �

� � � � � � � � �
� � � � � � �

� �
(2.31)

В (2.31) произведения 	x	y, 	x	z, 	y	z и 	x	y	z много мень�
ше 	i и ими пренебрегли.

Если в (2.31) подставить (2.30), то получим

1 2
( ).V x y zE

� �� � � � � �� (2.32)

Проанализируем (2.32).
Если все напряжения положительны (всестороннее

растяжение), то объемная деформация должна быть по�
ложительной, если отрицательные (всестороннее сжатие),
то объемная деформация должна быть отрицательной.
Значит, знак объемной деформации определяет выраже�
ние в скобках, а коэффициент перед скобками должен быть
больше нуля (в предельном случае — равен нулю):

1 2
0.

E
� � � (2.33)

Поскольку модуль продольной упругости Е является фи�
зической величиной, которая всегда больше нуля, то для
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выполнения этого неравенства числитель должен быть
больше нуля. Значит, должно выполняться условие

0 � � � 0,5. (2.34)

Именно в этих пределах лежат экспериментальные
значения коэффициента Пуассона, представленные в таб�
лице 2.1.

Если � = 0,5, то по (2.32) 	V = 0, т. е. изменения объема
не происходит.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО ТЕМЕ
«НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ МАТЕРИАЛА В ТОЧКЕ»

1. Какие площадки называются главными?
2. Какие напряжения называются главными?
3. Что называют напряженным состоянием в точке тела?
4. Что означают подстрочные индексы 1, 2 и 3 у главных нор�

мальных напряжений �1, �2 и �3?
5. Если на трех главных площадках действуют напряжения в

10 МПа, 0 МПа и 100 МПа, то как следует обозначить эти
главные напряжения?

6. Что означают названия: одноосное, двухосное, трехосное
напряженное состояние?

7. В чем суть закона парности касательных напряжений?
8. Из какой формулы аналитически подтверждается закон

парности касательных напряжений?
9. На основании какого рассуждения следует утверждение

наличия экстремальности величин главных напряжений?
10. Какой вид нагружения иллюстрирует кубик с главными

нормальными напряжениями, равными �1 = �, �2 = 0 и
�3 = –�?

11. Что можно сказать о напряжениях на произвольным обра�
зом наклоненных площадках, если имеется кубик с глав�
ными нормальными напряжениями, равными �1 = �, �2 = 0
и �3 = �?

12. Что иллюстрирует круговая диаграмма напряженного со�
стояния в точке, т. е. круг Мора?

13. В каком диапазоне лежат значения коэффициента Пуассо�
на для любого конструкционного материала?

� � � � � � � � 	
��
��������	
��

�������	��������	���	���������	����������	

�	 �� ����� ������������ ���	�����
� ����
�����
����	 ��
���� ������

���� ������ ��������������
���������

 ����!��"�
��#����

�



ГЛАВА 3

РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ

3.1.
ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮРЫ

ПРОДОЛЬНЫХ СИЛ

Определим, какие внутренние силовые факторы в брусе
вызываются направленными по оси z бруса нагрузками —
внешними продольными силами.

Пусть имеется прямой брус, нагруженный продольной
силой F (рис. 3.1а). В заделке действует неизвестная ре�
акция ZB. Ее направление выбирается произвольно.

Для определения внутренних силовых факторов при�
меняют метод сечений, состоящий из четырех действий
(см. раздел 1.6).

1. Мысленно рассекаем брус плоскостью, перпендику�
лярной оси бруса.

2. Отбросим левую часть бруса, поскольку на нее дей�
ствует неизвестная реакция ZB.

3. Приложим к оставшейся правой части внутренние
силовые факторы, которые должны действовать в сечении,
чтобы уравновесить внешние продольные силы. Для урав�
новешивания нагрузки F необходимо приложить в сече�
нии внутренний силовой фактор — действующую вдоль оси

Рис. 3.1
Эпюры продольной силы N при растяжении и сжатии

а б в
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z силу N. Произвольно будем принимать ее всегда направ�
ленной от сечения. Другие внутренние силовые факторы в
сечении не действуют, поскольку им нечего уравновеши�
вать. Так как обе силы (N и F) растягивают рассматривае�
мую часть бруса, значит, имеет место растяжение. Растя�
жением–сжатием называют вид простого сопротивления,
при котором в поперечных сечениях бруса возникают толь�
ко продольные силы N.

4. Далее записываем уравнение статики, которое в этом
случае будет иметь вид

�Zi = 0 � –N + F = 0 � N = F.

В уравнении сила N со знаком минус, так как она ока�
залась направленной противоположно направлению z. Вы�
ражая ее в явном виде, получаем продольную силу N по�
ложительной, что говорит о правильном первоначальном
выборе ее направления.

С учетом того, что на рис. 3.1а она направлена от сече�
ния, имеет место растяжение — ее эпюра положительна и
постоянна по всему участку, поскольку не зависит от z.

Для бруса по рис. 3.1б те же действия приведут к ре�
зультату

N = –F.

Эта сила N оказалась противоположна заранее выбран�
ному направлению. Значит, она направлена к сечению,
т. е. сжимает рассматриваемую часть. Поэтому эпюра N
будет отрицательной, означающей сжатие бруса.

Чтобы специально не вычерчивать рассматриваемую
отделенную часть бруса с пока неизвестным, но изначаль�
но выбранным положительным направлением силы N,
вводят правило знаков при растяжении–сжатии: продоль�
ная сила N в сечении считается положительной, если, гля�
дя со стороны сечения на отсеченную часть, видим нагруз�
ку направленной от сечения (растяжение участка); в про�
тивном случае сила N отрицательна (сжатие участка).

Закон изменения искомого параметра может менять�
ся по длине тела. Так, если на брус действует несколько
нагрузок в разных сечениях, то вначале брус мысленно
делят на участки. Под участком будем подразумевать
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протяженность бруса вдоль оси z, на которой нет измене�
ний ни в выражении функции нагрузки, ни в характере
изменения площади поперечного сечения или направле�
ния оси z.

Внутренний силовой фактор (силу N) определяют на
каждом участке, применяя метод сечений, и строят его
эпюру по всей длине бруса. Сила N равна алгебраической
сумме сил, действующих на оставленную для рассмотре�
ния часть бруса.

Для дальнейшего расчета на прочность или жесткость
необходимо выявить наиболее опасное место, где парамет�
ры наиболее близки к предельным. С этой целью опреде�
ляемые внутренние силовые факторы, напряжения, пе�
ремещения представляют в графической форме, которую
в сопротивлении материалов называют эпюрой найденно�
го параметра. Осью абсцисс эпюры является ось z, а осью
ординат — определяемый параметр. Ось абсцисс проводят
параллельно оси бруса под расчетной схемой, при верти�
кальном расположении бруса на расчетной схеме — спра�
ва от нее. Ось ординат для параметра направляют в сторо�
ну положительного направления оси y. Справа или слева
от оси абсцисс проставляют параметр эпюры и обводят его
окружностью. На рис. 3.1а эпюра положительна, на рис.
3.1б — отрицательна. При построении эпюр соблюдают
произвольно выбираемые масштабы длины участков по
оси z и вычисляемого параметра.

Особенности эпюр продольной силы N при растяже�
нии–сжатии определяются следующими правилами:
� при действии лишь сосредоточенных внешних сил эпю�

ра продольных сил окажется составленной из прямых,
параллельных оси абсцисс (оси z);

� в координате приложения сосредоточенной силы на
эпюре продольных сил появится скачок величиной,
равной этой сосредоточенной силе;

� на участке действия постоянной погонной продольной
нагрузки на эпюре продольных сил появится прямая
наклонная линия;

� при изменении величины погонной нагрузки одного
знака на эпюре продольных сил появится излом без
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изменения ее общей тенденции к возрастанию или убы�
ванию (рис. 3.1в);

� при изменении знака погонной продольной нагрузки
в этом сечении на эпюре продольных сил убывание N
меняется на ее увеличение, либо наоборот — увеличе�
ние на убывание.
Все отмеченные особенности проиллюстрированы в

приведенных в конце темы примерах.

3.2.
НАПРЯЖЕНИЯ

В ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЯХ

Вначале уточним вид деформации элемента, возникаю�
щей в зависимости от вида напряжений на его площадках.

На рис. 3.2 штрихом показана форма тела до нагруже�
ния, а сплошным контуром — после нагружения. Из это�
го примера следует, что нормальные напряжения соответ�
ствуют изменению объема (рис. 3.2а), касательные — из�
менению формы (рис. 3.2б).

Рассмотрим простой эксперимент.
Пусть имеется брус, по всем поверхностным граням

которого проведены до его нагружения параллельные
линии вдоль оси z и поперек нее (рис. 3.3а). При этом

Рис. 3.2
Различия в деформа�

ции бесконечно малого
элемента нормальными

и касательными
напряжениями

Рис. 3.3
Иллюстрация эксперимента при

нагружении прямолинейного бруса
продольной силой

а

б

а б в
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поперечные прямые на всех поверхностях (гранях) бруса об�
разуют замкнутые фигуры, лежащие каждая в своей попе�
речной плоскости. Эти плоскости перпендикулярны оси z.

Наблюдения показывают, что после нагружения про�
дольной силой F в пределах упругих деформаций брус уд�
линится (см. рис. 3.3б). При этом все прямые линии со�
хранятся: продольные прямые останутся продольными
прямыми, поперечные линии также останутся прямыми,
перпендикулярными оси z, но переместившимися вдоль
оси z на некоторую величину, а весь брус — удлинившим�
ся на �l. Из этого эксперимента следует весьма важное
предположение: поскольку поверхностные поперечные
линии, образующие замкнутую плоскую фигуру, остались
поперечными прямыми, лежащими в поперечной плоско�
сти, то очевидно, что и все внутренние точки сечения пе�
реместились на то же расстояние. Это предположение при�
водит к выводу о перемещении поперечных сечений как
жесткого целого — гипотезе Бернулли: поперечные сече�
ния стержня, плоские и перпендикулярные его продоль�
ной оси z до деформации, остаются плоскими и перпенди�
кулярными оси после деформации, сдвигаясь вдоль оси
как жесткое целое. Гипотезу Бернулли называют также
гипотезой плоских сечений.

Из этих практических наблюдений за поперечными и
продольными линиями на поверхности бруса следует:
� поскольку прямоугольники, образованные пересечени�

ем взаимно перпендикулярных линий, остались пря�
моугольниками, то в поперечных сечениях не дейст�
вуют касательные напряжения (� = 0);

� поскольку поперечные линии сместились вдоль оси z,
т. е. расстояния между ними в данном случае увели�
чились (растяжение), то в поперечных сечениях дей�
ствуют нормальные напряжения (�z � 0);

� поскольку расстояние между продольными линиями
не изменилось, то в продольных сечениях нормальные
напряжения отсутствуют (�y � 0);

� поскольку поперечные линии остались параллельны�
ми друг другу, т. е. изменившиеся между ними рас�
стояния остались одинаковыми, то по закону Гука
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(1.15) и нормальные напряжения имеют одинаковую
величину по всему периметру поперечного сечения.
С учетом гипотезы Бернулли можно распространить сде�

ланные выводы на все поперечное сечение бруса (рис. 3.3в).
Тогда напряжения постоянны по всему поперечному сече�
нию и интегральная форма N по (1.7) дает весьма простую
формулу определения величины нормальных напряжений

.F
A

� � (3.1)

Отсюда видно, как лишь на основании простого экспе�
римента, без аналитических выкладок была получена фор�
мула для дальнейших расчетов. Весь объем знаний изу�
чаемой дисциплины основан на наблюдениях из нашего
жизненного опыта. В этом же мы будем убеждаться, рас�
сматривая в дальнейшем другие виды сопротивления. Их
формулы, получаемые на основе эксперимента, будут так
же просты, но расшифровка входящих в них констант по�
требует некоторых аналитических выкладок.

3.3.
НАПРЯЖЕНИЯ

НА НАКЛОННЫХ ПЛОЩАДКАХ

Пусть имеется брус поперечного сечения А, нагружен�
ный продольной силой F (рис. 3.4а). Как было показано
выше, в его поперечных сечениях действуют лишь нор�
мальные напряжения �z.

В бесконечно малом элементе объемом dV с величи�
ной площади dA вертикальной грани мысленно сделаем
сечение под некоторым углом 
 к поперечному сечению
(рис. 3.4б).

Рис. 3.4
К исследованию напряженного состояния при растяжении

а б в
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По вертикальным граням кубика dV, как уже выясни�
ли, будут действовать напряжения

,z
N F
A A

� � � (3.2)

поскольку N = F.
По наклонной грани будут действовать �� и �� (рис. 3.4в).
Запишем уравнение равновесия всех сил на ось z�:

�Zi = 0 ���dA/cos
 – �zcos
dA = 0,

откуда с учетом (3.1)
2 2cos cos .z

F
A�� � � � � � (3.3)

Запишем уравнение равновесия всех сил на ось y�:

�Yi = 0 � ��dA/cos
 – �zsin
dA = 0, (3.4)

откуда с учетом (3.1)

1 1sin2 sin2 .
2 2z

F
A�� � � � � � � (3.5)

Проанализируем (3.3) и (3.5):

max0 0

max
max45 45

при 0 и ;

1при 45 .
2 2

F
A

F
A

��� ���

��� � ��� �

� � �� � � � �

�� � ��� � � � � � � �
(3.6)

Формулы (3.6) свидетельствуют о том, что при растя�
жении или сжатии:
� наибольшие напряжения возникают в поперечных се�

чениях бруса, и они являются максимальными глав�
ными напряжениями �max = �1, так как на этих сече�
ниях касательные равны нулю (то же следует из (2.4));

� наибольшие касательные напряжения возникают в
сечениях, наклоненных к оси z под углом 45�, и они
равны половине нормальных напряжений, действую�
щих в поперечных сечениях, т. е. половине �max = �max/2
(то же следует из (2.22)).
Итак, при растяжении или сжатии в поперечных сече�

ниях бруса � = 0 и пара площадок условно выделенного
бесконечно малого кубика, перпендикулярных оси z, яв�
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ляются главными, действующие по ним � — максималь�
ными по абсолютной величине главными напряжениями.
По двум другим парам главных площадок кубика в рас�
смотренном примере напряжения равны нулю.

3.4.
УДЛИНЕНИЕ–УКОРОЧЕНИЕ.

ДЕФОРМАЦИИ. ПЕРЕМЕЩЕНИЯ

Эксперименты показывают, что при растяжении–сжа�
тии в пределах действия закона Гука наблюдаются лишь
линейные изменения в брусе (рис. 3.5 иллюстрирует рас�
тяжение): при растяжении брус удлиняется (�l) и сужает�
ся (–�b, –�c), а при сжатии укорачивается (–�l) и утолща�
ется (�b, �c). Возникающие деформации определяются по
(1.3) как

	z = �l/l, 	x = –�c/c; 	y = –�b/b. (3.7)

Здесь отрицательный знак указывает на уменьшение
поперечных размеров (�c, �b) при увеличении продоль�
ных (�l).

Для бруса под нагрузкой (рис. 3.5) деформация 	z яв�
ляется продольной и обозначается как 	, деформации 	x

и 	y — поперечными и обозначаются как 	�. При этом ме�
жду продольной и поперечными деформациями сущест�
вует связь

	� = –�	, (3.8)

где безразмерный коэффициент � называется коэффици�
ентом Пуассона, зависит от материала и его возможные
значения находятся в интервале 0...0,5 (см. табл. 2.1).

Рис. 3.5
Деформации при растяжении
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Отрицательный знак указывает на то, что продольная
деформация растяжения приводит к поперечной дефор�
мации сжатия.

Пусть дан брус постоянного поперечного сечения
(рис. 3.6а). Найдем формулу изменения участка длиной z
при растяжении или сжатии бруса.

С учетом выполнения закона Гука при растяжении–
сжатии (см. раздел 1.7) имеем по трем зависимостям (1.15),
(3.2) и (3.7):

, , .N z
E A z
� �� � � � � � (3.9)

Решая систему уравнений (3.9) совместно (подставля�
ем первое и третье равенства во второе и выражаем в яв�
ном виде �z), получаем формулу изменения участка дли�
ной z при растяжении или сжатии

,Nzz
EA

� � (3.10)

где z — длина участка деформации; произведение ЕА на�
зывают жесткостью бруса при растяжении и сжатии.

При постоянных N и жесткости ЕА приращение дли�
ны бруса постоянного поперечного сечения по (3.10) пред�
ставляет собой функцию наклонной прямой линии, пока�
занную на эпюре � (рис. 3.6).Удлинение всего участка �l
соответствует (3.10), где вместо z взята вся длина l участ�
ка �l = Fl/(EA). Вследствие малости фактических дефор�

Рис. 3.6
Эпюра перемещений

при растяжении–сжатии

а б
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маций по сравнению с длиной бруса эпюру � строят в пре�
делах длины исходной расчетной схемы.

Понятие перемещения связано с выбранным положе�
нием начала координат. Его обычно размещают в задел�
ке. На рис. 3.6 показан брус с одним участком, начало
координат размещено в заделке, и перемещение � сво�
бодного конца бруса будет равно удлинению этого участ�
ка � = �l = Fl/(EA).

При наличии нескольких участков перемещение кон�
ца i�го участка равно перемещению конца предыдущего
i – 1 участка плюс удлинение (укорочение) i�го участка:

�i = �i–1 + �li, (3.11)

при этом удлинение (укорочение) i�го участка определя�
ется по формуле

.i i
i

i i

N l
l

E A
� �

(3.12)

Заметим, что в брусе постоянного на каждом участке
поперечного сечения с сосредоточенными продольными
силами и несколькими участками эпюра перемещений �
представляет собой в общем случае ломаную непрерывную
линию, составленную из прямых наклонных отрезков ли�
ний, стыкующихся по границам участков (рис. 3.6б). Эпю�
ра перемещений � не может иметь скачков (разрывов),
поскольку наличие скачков будет указывать на разрыв
бруса в этом месте.

3.5.
ДИАГРАММЫ РАСТЯЖЕНИЯ И СЖАТИЯ

ПЛАСТИЧНЫХ СТАЛЕЙ

Конструкционные материалы обладают набором меха�
нических свойств, которые определяют способность сопро�
тивляться действию нагрузок. Основными свойствами ме�
таллических материалов являются: прочность, пластич�
ность, ударная вязкость, ползучесть и др. Количественно
они выражаются своими механическими характеристика�
ми, которые необходимо знать для решения задач СМ.

Механическими характеристиками называют числен�
ные значения прочностных и деформационных свойств
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конструкционных материалов. В зависимости от харак�
тера действия нагрузки во времени испытания делятся на
статические, динамические и повторно�переменные. Их
численные значения получают экспериментально механи�
ческими испытаниями образцов на специальном лабора�
торном оборудовании. В зависимости от способа приложе�
ния внешних сил (нагрузок) различают испытания на рас�
тяжение, сжатие, изгиб, кручение, ударный изгиб и т. п.

Испытания стандартизированы и их проводят на об�
разцах в специальных разрывных машинах. Машины по�
зволяют автоматически записывать графическую взаимо�
связь между прилагаемой нагрузкой и деформациями,
возникающими в специально изготавливаемых образцах.
Графическую запись в координатах «нагрузка–деформа�
ция» образца при его испытаниях до разрушения называ�
ют диаграммой механических испытаний.

В испытаниях на растяжение используют образцы ци�
линдрической формы (рис. 3.7а) или плоские (рис. 3.7б) с
большим соотношением длины рабочей части образца (l0)
к поперечному размеру, равным 5–15.

На рисунке показаны образцы для испытаний: на рас�
тяжение — рис. 3.7а, б; на сжатие — рис. 3.7в. Размеры
образцов делают стандартными для сравнимости результа�
тов испытаний. Так, диаметр цилиндрического образца (d0)
на растяжение обычно делают равным 10 мм либо 5 мм.

Для снижения влияния условий захвата, искажающих
равномерное распределение напряжений по поперечному

Рис. 3.7
Образцы для испытаний на растяжение (а, б), сжатие (в)

а

б

в
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сечению, образец у краев часто делают с постепенным утол�
щением к зонам захвата в виде конического перехода к
большему размеру либо выполняют место стыка с галтель�
ным переходом. Галтелью называют скругление внешних
и внутренних углов деталей.

Испытывая образец из низкоуглеродистой (пластич�
ной) стали (например, стали Ст3) на растяжение и доводя
его до разрушения, получают характерную запись диа�
граммы растяжения в координатах �l–F в виде кривой
ocdekmn (рис. 3.8а). Диаграмма имеет несколько харак�
терных зон и точек, отражающих прочностные, упругие
и пластичные свойства материала образца.

Площадь замкнутой фигуры между диаграммой и осью
абсцисс obcdemntso определяет общую работу по дефор�
мированию образца до момента разрушения (рис. 3.8а).

Затемненная площадь на рис. 3.8а количественно со�
ответствует мгновенно высвобождающейся при разрыве
накопленной потенциальной энергии упругой деформа�
ции. Разрушение образца с мгновенно высвобождающей�
ся потенциальной энергией от разгружающихся образца
и элементов установки производят характерный в таких
испытаниях довольно сильный звук удара. Сила звука го�
ворит о возникновении в момент разрушения значитель�
ных динамических нагрузок.

Рис. 3.8
Диаграммы растяжения пластичной стали в координатах �l–F (а)

и в координатах �–
 (б)

а б
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Диаграмма в координатах �l–F характеризует конст�
рукцию и материал образца, поскольку величина �l зави�
сит от длины рабочей части l0 образца, а функция F = f(�l) —
от материала (E) и площади поперечного сечения (A) об�
разца. Чем длиннее образец, тем больше он удлиняется
при том же усилии F. Чем больше поперечное сечение об�
разца, тем большие значения усилия F покажет диаграмма
в отмеченных характерных точках. Значит, эта диаграмма
характеризует конструкцию, а не только материал. Что�
бы получить характеристики собственно материала, диа�
грамму с координатами �l–F превращают по (3.9) в диа�
грамму с координатами 	–� (рис. 3.8б). С этой целью уси�
лие F делят на первоначальную величину площади А0

поперечного сечения образца и получают напряжение �,
а удлинение �l делят на первоначальную длину рабочей
части образца l0 и получают продольную деформацию об�
разца 	:

0 0
; .F l

A l
�� � � � (3.13)

Диаграмма в координатах 	–� характеризует уже ма�
териал, а не конструкцию, поскольку не зависит от А0 и l0.

Изначально возникающие деформации малы и прак�
тически полностью исчезают после снятия нагрузки. Та�
кие деформации называют упругими. Поэтому область oc
называется зоной упругости. В ней в интервале значений
усилия от 0 до Fпц и напряжений от 0 до �пц (область ob)
существует пропорциональная связь между нагрузкой, а
также напряжением и вызванными ими изменениями раз�
меров и деформациями, т. е. выполняется закон Гука. На
диаграмме в координатах 	–� тангенс угла наклона пря�
мой в зоне действия закона Гука равен продольному моду�
лю упругости Е. Его величина зависит от вида материала
и до некоторой степени — от вида обработки.

Растягивающие усилия действуют вдоль прямолиней�
ной оси бруса и создают одноосное напряженное состоя�
ние с одинаковыми нормальными напряжениями (3.1)
по всему сечению. Деление силы Fпц на начальную пло�
щадь поперечного сечения образца А0 дает величину нор�
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мального напряжения, называемого пределом пропорцио�
нальности:

пц
пц

0
.

F
A

� � (3.14)

Предел пропорциональности �пц — это наибольшее
напряжение, до которого присутствует пропорциональная
связь между нагрузкой и вызываемой ею деформацией.
До появления напряжения такой величины выполняется
закон Гука.

Способность материала восстанавливать свои размеры
после снятия внешней нагрузки называют упругостью.
Зона упругости, т. е. почти полное отсутствие остаточных
деформаций после снятия нагрузки, сохраняется до точ�
ки с, соответствующей усилию Fу. Однако пропорциональ�
ность между усилием и удлинением на отрезке bc уже не
соблюдается. Сила Fу незначительно превышает Fпц, и по
ней определяется напряжение, названное пределом упру�
гости:

у
у

0
.

F
А

� � (3.15)

Пределом упругости �у называется максимальная ве�
личина напряжений, до которой в материале не возникает
заметных пластических (остаточных, т. е. после снятия
нагрузки) деформаций. Она незначительно превышает �пц.

Дальнейшее увеличение нагрузки приводит к возник�
новению пластических деформаций. Способность материа�
ла иметь остаточные деформации называется пластично�
стью. На диаграмме появляется горизонтальный участок
de, соответствующий усилию FТ. Он называется площад�
кой текучести. Этой площадке соответствует напряжение,
называемое пределом текучести:

T
T

0
.

F
A

� � (3.16)

Пределом текучести �Т называют напряжение, при
котором деформации растут в материале без видимого уве�
личения нагрузки. Это весьма важная характеристика
материалов для расчетов на прочность. Если достигнутую
нагрузку снять, то образец уже не вернется к исходным
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размерам. В нем сохранится остаточная пластическая де�
формация.

При некоторой силе F1 общее удлинение (�lполн) те�
перь состоит из упругой (�lупр) и пластической (�lпл) со�
ставляющих:

�lполн = �lупр + �lпл. (3.17)

Это приводит к появлению так называемой зоны (де�
формационного) упрочнения (кривая em), в которой гори�
зонтальный участок de сменяется подъемом по кривой em.
Считается, что в этой зоне с ростом внешней нагрузки пла�
стическая составляющая деформации растет равномерно
по всей длине. Участок подъема на диаграмме вслед за
площадкой текучести, на котором пластические деформа�
ции распространяются равномерно по всему объему образ�
ца, называют зоной общей текучести.

Рост нагрузки происходит вплоть до Fmax, дающей на
диаграмме точку m. По ней вычисляется характерное на�
пряжение, называемое временны ´´ ´´ ´м сопротивлением:

max
в

0
.

F
А

� � (3.18)

Напряжение, соответствующее наибольшей нагрузке
в растягиваемом образце из пластичного материала на диа�
грамме растяжения, называется временны ´м сопротивле�
нием. Считается, что в диапазоне изменения напряжений
0...�в участок условной диаграммы растяжения образца
из пластичного материала отражает одинаковые напря�
жения и деформации по всей рабочей длине образца.

Если в зоне упрочнения, например при силе F1 (точка
k диаграммы на рис. 3.8а), начать снижать растягиваю�
щее усилие, то удлинение образца будет снижаться про�
порционально до точки h (прямая kh диаграммы). После�
дующее увеличение силы вызовет пропорциональный рост
удлинения от точки h вновь до точки k. Таким образом, в
материале можно увеличивать диапазон выполнения за�
кона Гука. Этот эффект довольно часто применяют в ма�
шиностроении. Явление увеличения диапазона упругих
свойств материала (зоны упругости) в результате предва�
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рительного пластического деформирования называется
наклепом (нагартовкой).

В области параметров точки m в некотором сечении
образца из пластичной стали появляется местное сужение,
называемое шейкой (рис. 3.9). В шейке происходит суще�
ственный рост деформаций, значительно превышающих
деформации в остальных частях образца.

С этого момента величина усилия, растягивающего
образец, начинает падать. Шкала 	 приобретает меняю�
щийся масштаб, который отражает усредненное значение
деформаций по рабочей длине образца. Точка n соответст�
вует разрыву образца в самом тонком месте шейки. На�
пряжение, соответствующее точке разрыва, равно отно�
шению

р
р

0
.

F
А

� � (3.19)

Напряжение, соответствующее точке разрыва образ�
ца и подсчитываемое по (3.19), условно называют напря�
жением разрыва �р.

В период постепенного снижения нагрузки F напря�
жение в основной части образца падает до �р, но в зоне
шейки фактически растет. Изменение деформаций на диа�
грамме теперь связано в основном с областью шейки и на�
чинает отражать местную текучесть (только в шейке), а
не общую (всего образца). Напряжение разрыва образца,
вычисляемое по формуле

Р
пч

ш.р

F
А

�� � , (3.20)

Рис. 3.9
Линейная деформация образца по его длине при F > Fmax
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где Аш.р — истинная площадь поперечного сечения шей�
ки к моменту разрыва образца, может оказаться сущест�
венно больше �в.

Максимальное напряжение, ниже которого материал
не разрушается, можно считать пределом прочности �пч.

Напряжение по (3.20) соответствует разрушению об�
разца в предложении условий одноосного напряженного
состояния. На самом деле в шейке возникает сложное на�
пряженное состояние. Поэтому напряжение �пч

* по (3.20)
характеризует прочность материала образца с некоторой
условностью. Однако именно �пч

*, а не �в точнее соответ�
ствует пределу прочности материала как наибольшему
напряжению, ниже которого материал не разрушается.

Хотя величина усилия падает, общая деформация об�
разца продолжает расти. В шейке происходит интенсив�
ный рост пластической деформации, а упругая деформа�
ция в остальной части образца даже несколько снижает�
ся. Поэтому шкала 	 после точки m� начинает отражать
некую усредненную деформацию, которая не соответст�
вует истинной ни в одной точке образца.

К моменту разрыва общее приращение длины образца
становится наибольшим и составляет

�lmax = �lост + �lу.р, (3.21)

где �lост — остаточное (максимальное пластичное) удли�
нение рабочей длины разрушенного образца, �lу.р — ос�
редненная по всей рабочей длине образца упругая состав�
ляющая удлинения в момент разрыва.

Точку, характеризующую �lост, принято находить, про�
водя из точки n прямую, параллельную ob, что не совсем
точно.

Остаточным относительным удлинением после разры�
ва (�%) называют отношение приращения расчетной дли�
ны образца к ее первоначальному значению, выраженное
в процентах:

0 ост

0 0
100% 100%.

l l l
l l
� �� � � (3.22)

Это один из параметров, характеризующих пластич�
ность материала. В зависимости от величины относитель�
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ного удлинения после разрыва материалы условно делят
на пластичные (� > 5%) и хрупкие (� < 5%). К пластичным
материалам относятся малоуглеродистая сталь, медь, сви�
нец и др., а к хрупким — закаленная сталь, чугун, стек�
ло, камень, бетон и др.

Остаточным относительным сужением образца после
разрыва (�%) называют выраженное в процентах отно�
шение уменьшения площади поперечного сечения образ�
ца в месте разрыва к начальной площади его поперечного
сечения:

0 ш.р

0
100%.

A A
A
�

� � (3.23)

Точки o, b, с, d, e, m, n диаграммы в координатах 	–�
(сплошная линия на рис. 3.8б) соответствуют характерным
напряжениям �пц, �у, �Т, �в, �р, отрезок os� соответствует
остаточной деформации

ост
ост

0
.

l
l

�� � (3.24)

В промежуточной точке k в соответствии с (3.17) де�
формация состоит из пластической и упругой частей:

	полн = 	пл + 	упр, (3.25)

которые для точки разрыва n обозначаются как

	max = 	ост + 	у.р.. (3.26)

Здесь 	у.р соответствует упругой деформации в момент
разрушения образца. Обычно полагают, что деформаци�
онная разгрузка образца в момент его разрыва происхо�
дит под тем же углом 
 (тот же tg
 = E) — штриховая пря�
мая ns�.

Диаграмму растяжения в координатах �–	 (кривая
obcdemn на рис. 3.8б) называют условной диаграммой.
Причина заключается не столько в нелинейности оси 	,
сколько в том, что полученная величина �р = Fр/А0 не со�
ответствует тем напряжениям, которые материал испы�
тывает к моменту разрыва. В этот момент напряжение в
материале шейки образца точнее было бы определить по
(3.20). Однако, как указано выше, и оно не является ис�
тинным. Диаграмму, соответствующую кривой obcdemw,



74 МЕХАНИКА. СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ

построенную по результатам расчета по (3.20), называют
(не совсем точно) истинной диаграммой растяжения пла�
стичной стали в координатах 	–�. Ее можно считать ис�
тинной лишь для оси �, и то лишь в том случае, если не
учитывать неодноосный характер напряженного состоя�
ния в шейке. Там же на рис. 3.8б показана штрихом услов�
ная диаграмма сжатия obcdet того же материала. Диаграм�
мы растяжения и сжатия образцов из одинаковой стали
начинают явно различаться после превышения предела те�
кучести �Т. На диаграмме разрушения сжатием образца
из пластичной стали не выявляется �вр. Наиболее важным
выводом из сравнения диаграммы растяжения с диаграм�
мой сжатия является факт близких значений их �пц, �Т и
Е, который позволяет вести прочностные расчеты пара�
метров в различных задачах с пластичными материалами
без учета знака напряжений.

При расчетах на прочность применяют табличные зна�
чения напряжений �Т и �в, определяемые по типовой
(«условной») диаграмме (см. рис. 3.8б) [6–9].

Часто площадка текучести не проявляется, и диаграм�
ма растяжения имеет вид кривых по рис. 3.10а.

Вид диаграмм растяжения без площадки текучести для
высококачественной легированной стали обозначен циф�
рой 1, для алюминия или отожженной меди — цифрой 2.
В таких случаях за предел текучести условно принимают
напряжение, при котором пластическая деформация до�
стигает

	пл = 0,002, (3.27)

что составляет 0,2% (рис. 3.10б). Его называют условным
пределом текучести и обозначают �0,2.

Рис. 3.10.
Пластичные
материалы,
не имеющие
выраженной

площадки
текучести и ее

определение

а б
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3.6.
ДИАГРАММЫ РАСТЯЖЕНИЯ

И СЖАТИЯ ХРУПКИХ МАТЕРИАЛОВ

В соответствии с величиной остаточного удлинения
материалы можно разделить на:
� пластичные (� � 10%);
� малопластичные (5% < � < 10%);
� хрупкие (� � 5%).

Хрупкостью называют способность материала разру�
шаться без образования существенных остаточных дефор�
маций. Величина остаточных деформаций образцов из
хрупких материалов не превышает 2...5%. К хрупким ма�
териалам относятся серый чугун, высо�
коуглеродистая инструментальная сталь,
стекло, кирпич, бетон и др.

Для хрупкого материала на диаграммах
характерна достаточно выраженная нели�
нейная связь между напряжениями и де�
формациями. На рис. 3.11 показаны без
учета знаков напряжений и деформаций
(по абсолютной величине) диаграммы сжа�
тия 1 и растяжения 2 чугуна. Диаграммы
не имеют площадки текучести и зоны уп�
рочнения, но имеют пределы прочности
(�пч). Поскольку остаточные деформации
в хрупких материалах могут достигать бо�
лее 0,02%, для них в справочниках часто
даются значения предела текучести по типу
условного, не отражающего наличие пло�
щадки текучести.

Пределы прочности образцов на сжатие и растяжение
весьма сильно различаются. Различие может быть пяти�
кратным и даже более и характеризуется коэффициентом,
равным отношению предела прочности на растяжение к
пределу прочности на сжатие:

пч.р

пч.с
.k

�
�
� (3.28)

Рис. 3.11
Диаграммы
растяжения

и сжатия (без
учета знака

напряжения)
хрупкого

материала
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Так, для чугуна он имеет значения в пределах k = 0,2...0,4.
Для керамических материалов k = 0,1...0,2. Поэтому хруп�
кие материалы применяют для работы в условиях сжатия
и до некоторой степени изгиба. Характерными деталями
из хрупких материалов являются корпусные детали, фун�
даменты, станины станков, стены зданий и т. д.

Для хрупких материалов вследствие криволинейности
диаграмм растяжения и сжатия величины модулей упру�
гости зависят от напряжения. Поэтому в расчетах обычно
берется некоторое равное среднее значение модулей упру�
гости при растяжении и сжатии.

3.7.
ВЛИЯНИЕ ОСНОВНЫХ ФАКТОРОВ

НА МЕХАНИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
МАТЕРИАЛОВ

Деление материалов на пластичные и хрупкие доста�
точно условно. Механические характеристики материа�
ла в существенной степени зависят от многих факторов.
В связи с этим необходимо иметь представление о влия�
нии основных факторов на механические характеристи�
ки материалов.

1. Влияние факторов технологии получения загото�
вок. На механические свойства материалов влияет способ
производства из них деталей: отливкой, прокаткой, штам�
повкой, ковкой, волочением.

2. Влияние вида напряженного состояния материала
в работающей детали. Если в образце из пластичной ста�
ли сделать узкую кольцевую проточку, то разрушение рас�
тяжением произойдет так, как у хрупкого материала, т. е.
без образования шейки.

3. Влияние рабочей температуры. Наиболее распро�
страненные справочные данные по механическим свойст�
вам материалов даются обычно для нормальных условий,
т. е. для температуры 20°С и атмосферного давления. В ин�
тервале повышения температуры до 400°С низкоуглеро�
дистые стали могут иметь даже несколько улучшенные
прочностные свойства, но выше этой температуры их проч�
ностные свойства ухудшаются.
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4. Влияние примесей и легирования. Наличие не�
преднамеренных примесей, как правило, ухудшает свой�
ства конструкционных материалов. Для направленного
изменения свойств сплава осуществляют легирование —
преднамеренное введение в расплав легирующих элемен�
тов. Легирующими элементами в стали и чугуне служат
хром (Cr), никель (Ni), марганец (Mn), молибден (Мо),
магний (Mg) и др. Если сталь содержит в сумме до 2,5%
легирующих элементов, ее называют низколегирован�
ной. Сталь, содержащая 2,5–10% легирующих элемен�
тов, считается среднелегированной, более 10% — высо�
колегированной.

5. Влияние термической обработки. Для придания
поверхности улучшенных свойств проводят поверхност�
ную закалку токами высокой частоты или цементацию —
насыщение поверхностного слоя углеродом. Поверхност�
ная обработка улучшает эксплуатационные свойства по�
верхностного слоя, сохраняя свойства срединных слоев
материала детали.

Закалка стали значительно повышает ее твердость,
предел текучести и временное сопротивление, но снижает
пластичность. Закалка почти не меняет величину модуля
упругости.

Скорость нагружения в широком диапазоне ее изме�
нения почти не сказывается на свойствах стали. Однако
при ударной нагрузке пластичная сталь может вести себя
как хрупкий материал.

Длительность воздействия нагрузки также может су�
щественным образом менять свойства материалов. Рост
пластической деформации под действием постоянных на�
грузок называется ползучестью или последействием.

3.8.
ДОПУСКАЕМЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ

В РАСЧЕТАХ НА ПРОЧНОСТЬ

Полученные диаграммы 	–� дают значения характер�
ных предельных (см. подраздел 1.1) напряжений, при ко�
торых происходит нарушение работоспособности детали
(�Т, �вр, �пч). Вновь обратим внимание на то, что в образце
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при испытаниях на растяжение или сжатие возникало
одноосное напряженное состояние.

Понятно, что наибольшие рабочие параметры в дета�
ли должны быть меньше предельных. Так как чаще рабо�
чие параметры представляют в виде рабочих напряжений
(�max), то

�max < �пр, (3.29)

где �пр — предельное напряжение.
Напряжение �max должно быть меньше �пр в некоторое

число раз для создания запаса прочности. Это число назы�
вают коэффициентом запаса прочности. Его величина от�
ражает степень нашего незнания погрешностей расчетной
схемы решаемой задачи. Поэтому вводят ограничение на
величину рабочего параметра в виде его допускаемого зна�
чения. Наибольшее возможное значение рабочих парамет�
ров называют допускаемым и записывают в квадратных
скобках. Допускаемые значения получают делением пре�
дельного параметра на коэффициент запаса прочности ni:

пр[ ] .
in

�
� � (3.30)

Таким образом, коэффициент запаса прочности пред�
ставляет собой число, которое показывает, во сколько раз
допускаемая величина рабочего параметра должна быть
меньше предельного значения этого же параметра. Коэф�
фициент запаса всегда больше единицы:

ni > 1, (3.31)

где i обозначает вид предельного параметра.
Предельными напряжениями могут быть приняты пре�

дел текучести, временное сопротивление, предел прочно�
сти на растяжение или предел прочности на сжатие. То�
гда по (3.33) имеем

Т в пч
Т

Т в пч

пч.р пч.с
пч.р пч.с

пч пч

[ ] , [ ] , [ ] ,

[ ] , [ ] .

n n n

n n

� � �� � � � � �

� �� � � �
(3.32)
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Значит, наибольшие рабочие параметры, в данном слу�
чае нормальные напряжения, возникающие в пластичных
материалах, должны удовлетворять условию

�max � [�], (3.33)

которое называется условием прочности.
Заметим, что использование условия прочности воз�

можно лишь в том случае, если рабочие напряжения �max

в материале конструкции соответствуют одноосному на�
пряженному состоянию, поскольку значение [�] получе�
но на основе испытаний образца, материал которого нахо�
дился при одноосном напряженном состоянии растяже�
ния или сжатия.

При сжимающей нагрузке знак «минус» перед обеими
частями неравенств не ставится. В расчетных формулах
они берутся по абсолютной величине.

Для хрупких материалов, у которых предел прочно�
сти на сжатие больше предела прочности на растяжение
(�пч.с > �пч.р) и в конструкции возникают условия �max > 0,
�min < 0 и �max < |�min|, записывают два условия прочности:
по растягивающим и по сжимающим напряжениям. Рас�
чет ведется по формулам:

�max � [�пч.р], (3.34)
�min � [�пч.с]. (3.35)

Величина коэффициента запаса определяется стати�
стическими данными результатов экспериментов, отража�
ет практический производственный опыт в конкретной
отрасли и зависит от марки материала, характера нагруз�
ки, точности метода расчета, а также от вида последст�
вий, которые повлечет за собой нарушение работоспособ�
ности детали. В расчетах на прочность деталей пищевого
машиностроения обычно принимают

Т

в пч

1,4...1,6;

2,5...3,5.

n
n n

�
� � (3.36)

Поскольку �Т  (1,1...1,2) �пц и nТ � 1,4, то [�] < �пц.
Значит, при удовлетворении условия прочности выпол�
неняется закон Гука (см. 1.7), т. е. материал конструкции
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работает в упругой области (рис.
3.12). Тот же вывод следует при
определении допускаемого напря�
жения по другим предельным на�
пряжениям по (3.32) с учетом
(3.36). Поэтому функциональная
зависимость  между  рабочими
напряжениями, не превышаю�
щими допускаемых, и вызывае�
мыми ими деформациями при�

нимается линейной, т. е. подчиняющейся закону Гука.
Обратим также внимание на интервал возможного вы�

бора коэффициента запаса nТ. Он более 40%. На его вели�
чину выбора коэффициента влияют соответствие меха�
нических характеристик применяемых материалов их
табличным значениям, характер упрощения реальной
конструкции до расчетной схемы и другие трудно учиты�
ваемые факторы.

3.9.
ТРИ ТИПА ЗАДАЧ

РАСЧЕТОВ НА ПРОЧНОСТЬ

В расчетах на прочность необходимо вначале устано�
вить в расчетной схеме сечение, где действуют опасные
напряжения. Затем для этих напряжений составить усло�
вие прочности. Практически определение места опасных
напряжений начинают с построения эпюры внутреннего
силового фактора. Только после этого для бруса перемен�
ного сечения строят эпюру напряжений и далее проводят
расчет на прочность.

В соответствии со сказанным выше в расчетах на проч�
ность исходят из условия прочности (3.33)...(3.35). Сече�
ние, в котором действуют наибольшие напряжения, назы�
вается опасным сечением. Это напряжение определяется
отношением внутреннего силового фактора к некоторой ве�
личине, являющейся геометрической характеристикой
опасного сечения. Такой геометрической характеристи�
кой для растяжения и сжатия является по (3.1) площадь
поперечного сечения А.

Рис. 3.12
Область назначения

допускаемого напряжения
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Для пластичного материала имеем по (3.1) и (3.33)

� �max
max

,N
A

� � � � (3.37)*

где внутренняя продольная сила выражается через внеш�
нюю нагрузку:

N = KFF. (3.38)

Здесь КF — коэффициент при силе F из эпюры N.
Тогда (3.37) будет иметь вид

� �.FK FN
A A

� � � � � (3.39)

Это и есть обычная запись условия прочности для пла�
стичного материала при растяжении–сжатии. Условие
прочности для хрупкого материала при �max > 0, �min < 0 и
�max < |�min| может состоять из двух аналогичных нера�
венств, получаемых из (3.34) и (3.35):

р
р пч.р ,

N
A

� � � �� �� � (3.40)

� �пч.с ,С
С

N
A

� � � � (3.41)

где �Р и �С являются напряжениями растяжения и сжа�
тия соответственно.

Окончательно выбирается результат, удовлетворяю�
щий обоим условиям (3.40) и (3.41).

Из условий предельного (вместо неравенства прини�
мается равенство) выполнения условия прочности по
(3.39)...(3.41) следуют три типа задач расчетов на прочность.

1. Расчет допускаемой (максимальной) нагрузки — по
известным допускаемому напряжению и площади попе�
речного сечения должно выполняться равенство

� � � �
.

F

A
F

K
�

� (3.42)

* Запись в одном выражении (3.37) и знака равенства, и знака нера�
венства математически некорректна. Однако она позволяет сократить
объем записей, наглядна и вполне понятна. Поэтому будем пользоваться
такой условной формой записи и в дальнейшем.
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2. Проектировочный расчет (расчет наименьшей гео�
метрической характеристики сечения) — по заданной
внешней нагрузке и допускаемому напряжению должно
выполняться равенство

� � � � .FK F
A �

� (3.43)

3. Поверочный расчет — расчет максимального напря�
жения и его сравнение с допускаемым: если заданы внеш�
няя нагрузка и поперечное сечение, то должно выполнять�
ся условие

� �.FK FN
A A

� � � � � (3.44)

3.10.
РАБОТА И ЭНЕРГИЯ

ПРИ РАСТЯЖЕНИИ–СЖАТИИ

В статических задачах рассматриваемого объема дис�
циплины полагают, что деформации ограничены преде�
лами упругих свойств материалов. Кроме того, тепловые
потери считаются малыми и их не учитывают. Тогда рабо�
та внешних сил (AF) должна быть равна накопленной по�
тенциальной энергии упругой деформации (UN) деформи�
рованного тела

АF = UN. (3.45)

Такие системы называются консервативными.
Рассмотрим с энергетических позиций упругую дефор�

мацию стержня.
Пусть имеем стержень длиной l (рис. 3.13а). Нагруже�

ние стержня продольной силой вызовет продольную дефор�
мацию. С ростом силы пропорционально ей растет дефор�
мация (см. диаграмму �–F на рис. 3.13а). При достижении
силой величины F стержень удлинится в направлении ее
действия на �. Значит, сила F переместилась вдоль линии
своего действия на � и совершила работу А, равную заштри�
хованной площади треугольника на диаграмме

А = F�/2. (3.46)
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Если в стержне n сил, то

1

1 ,
2

n

i i
i

A F�
�

� �� (3.47)

где �i — перемещение силы Fi вдоль линии ее действия.
Теперь вырежем в стержне участок длиной dz. После

нагружения стержня силой N = F этот участок удлинится
до dz + �dz (рис. 3.13б). При этом

.Ndzdz
EA

� � (3.48)

Силы N для выделенного таким образом бесконечно
малого участка можно рассматривать как внешние. По�
этому накопленная потенциальная энергия упругой дефор�
мации этого элемента выразится подобно (3.46) формулой

1 .
2

dU N dz� � (3.49)

Подставив (3.48) в (3.49) и проинтегрировав, получим

21 1 .
2 2

l

Ndz N lU N
EA EA

� �� (3.50)

Рис. 3.13
Иллюстрация к определению работы и накопленной

потенциальной энергии упругой деформации

а б
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Если в стержне k участков, то
2

1

1 .
2

k
j

j jj

N dz
U

E A�
�

� � (3.51)

Поскольку по (3.45) работа внешних сил равна накоп�
ленной потенциальной энергии упругой деформации, то в
общем случае

2

1 1

.
n k

j
i i

j ji j

N dz
F

E A� �

� �� � (3.52)

Эта формула может быть использована для проверки
правильности раскрытия статической неопределимости и
построения эпюр продольных сил и перемещений.

Важной характеристикой для расчетов является на�
копленная удельная потенциальная энергия упругой де�
формации как отношение полной потенциальной энергии
упругой деформации по (3.51) к объему стержня V = Al:

2

2

2

1
1 1 1 1 12 .
2 2 2

N l
U NEAu
V AL E EA

� �� � � � � � � ��� �
	 


(3.53)

Пример 3.1. Рассмотрим пример бруса с несколькими
участками (рис. 3.14).

Д а н о: A = 4 см2; l = 0,5 м; материал — чугун серый
СЧ 15 с �пч.р = 150 МПа, �пч.с = 650 МПа, Е = 0,7�105 МПа.
Принять nпч = 3.

Рис. 3.14
Построение эпюр к примеру 3.1
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Т р е б у е т с я: определить допускаемое усилие на брус
[F], вычислить максимальное перемещение в брусе �max и
выполнить энергетическую проверку правильности по�
строения эпюр.

Решение. Обозначим участки: 1�й участок — SK; 2�й —
KD; 3�й — DC; 4�й — CB.

1. В соответствии с номерами на участках действуют
продольные силы. Применяя метод сечений для каждого
участка, получим

N1 = 0, N2 = F,
N3 = F, N4 = –4F.

Строим эпюру продольных сил N.
2. Нормальные напряжения по (3.1) будут равны:

�(1) = 0, �(2) = F/A, �(3) = F/(2A) = 0,5F/A,
�(4) = –4F/(2A) = –2F/A.

Строим эпюру напряжений �.
Здесь и далее подстрочные индексы в скобках при � бу�

дут означать участки, а не главные напряжения, для кото�
рых используют цифры 1, 2 и 3 без скобок (см. раздел. 2.1).

3. Определяем перемещения � по границам участков с
использованием формул (3.11) и (3.12), начиная с непод�
вижной точки В четвертого участка:

а) сечение в точке В неподвижно, поэтому

�В = 0;

б) сечение в точке С переместилось настолько, насколь�
ко укоротился (сжатие) участок ВС (�lВС):

�С = �lВС = –4F2l/(E2A) = –4Fl/(EA);

в) сечение в точке D переместилось потому, что пере�
местилось сечение С (�lС) и удлинился участок CD (�lСD):

�D = �С + �lСD = –4Fl/(EA) + F4l/(E2A) = –2Fl/(EA);

г) сечение в точке K переместилось потому, что пере�
местилось сечение D (�D) и удлинился участок DK (�lDK):

�K = �D + �lDK = –2Fl/(EA) + F3l/(EA) = Fl/(EA);
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д) сечение в точке S переместилось потому, что пере�
местилось сечение K (�K) и на участке DK отсутствуют на�
пряжения (значит, �lKS = 0):

�S = �K = Fl/(EA).

Строим эпюру перемещений, соединяя их значения на
границах участков прямыми линиями.

4. Расчет на прочность выполняется для двух участков:
2�го и 4�го, поскольку там возникают наибольшие напря�
жения растяжения �(2) и сжатия �(3) и при этом напряже�
ния сжатия по абсолютной величине больше напряжений
растяжения. Два условия прочности для обоих участков
дают

� �

� � � �

пч.р пч.р
пч.р Р

пч пч

6 4
4

пч.с пч.с
пч.с

пч пч

6 4
4

150 10 4 10 2 10 Н,
3

22
2

650 10 4 10 4,33 10 Н.
2 3

С

AF F F
A A n n

AF F F
A A n n

�

�

� � �
� � � � � 	 	
 �� 


� � �	 	 �

� � �� � � � � 	 	

� � �	 	 �
�

Значит, значение допускаемой силы, удовлетворяю�
щее обоим условиям прочности, соответствует расчету по
второму участку. Поэтому окончательно назначаем

[F] = min{[F]Р; [F]С} = min{2�104; 4,3�104} = 2�104 Н  2 Т.

5. Максимальное перемещение в брусе �max оказалось
в сечении С. Оно равно

�

�

� � �� � � � � �
� � �

� � �

4

max 11 4

3

4 2 10 0,54 /( )
0,7 10 4 10

1,43 10 м 1,43 мм.

C Fl EA

6. Выполним энергетическую проверку.
По (3.45) должно выполняться равенство

АF = UN.

По (3.47), (3.51) и в соответствии с эпюрами на рис. 3.14
имеем
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Значит, действительно условие АF = UN выполняется
и эпюры верны.

3.11.
РЕШЕНИЕ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ

ЗАДАЧ ПРИ РАСТЯЖЕНИИ–СЖАТИИ

Понятие статической неопределимости при растяже�
нии–сжатии брусьев возникает тогда, когда количество
неизвестных реакций больше одной, поскольку имеем
лишь одно уравнение статики: �Zi = 0. Рассмотрим мето�
дику решения статически неопределимой задачи на кон�
кретном примере.

На рис. 3.15а изображен статически неопределимый
брус, поскольку для него можно записать лишь одно урав�
нение статики при двух неизвестных реакциях:

�Zi = 0 � ZC – F – ZB = 0.

При этом говорят, что система имеет одну лишнюю
связь — здесь в виде «лишней» опоры, например нижней.
Лишней она является в том понимании, что брус может
оставаться в равновесии и без
нее: брус будет удерживать в
равновесии оставшаяся опора
(связь). Для раскрытия стати�
ческой неопределимости тре�
буется написать еще одно, до�
полнительное уравнение. С этой
целью мысленно отбрасывают
одну из опор. Затем приклады�
вают со стороны отброшенной
опоры реакцию отброшенной
связи в виде пока неизвестно�
го продольного усилия. Такая

Рис. 3.15
Статически неопредели�

мый брус и эквивалентная
система для него
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система называется эквивалентной. Она эквивалентна ис�
ходной в том, что если мы правильно найдем реакцию, то
перемещение бруса в сечении отброшенной связи (непод�
вижной опоры) будет равно нулю.

Методика раскрытия статической неопределимости
следующая.

1. Мысленно отбрасываем нижнюю опору. Приклады�
ваем к брусу в сечении отброшенной опоры продольную
силу ZC. Ее исходное направление произвольно. Если в
результате расчета она окажется отрицательной, то это
означает ее противоположное направление в опоре. В ре�
зультате получили эквивалентную расчетную схему, на�
зываемую эквивалентной системой. Она эквивалентна в
том смысле, что если мы правильно определим ZC, то пе�
ремещение сечения в точке С должно оказаться равным
нулю, так как мысленно отброшенная заделка препятст�
вует перемещению. Дальнейшее решение производим для
эквивалентной системы.

2. Полагая якобы известной величину ZC и применяя
метод сечений (см. раздел 1.6), определяем Ni по участ�
кам:

N1 = –ZC и N2 = –ZC + F. (3.54)

Выполнение условий статики называют статической
стороной задачи.

3. Записываем дополнительное уравнение, исходя из
условий совместности перемещений элементов системы:
сумма удлинений и укорочений всех участков должна быть
равна нулю:

�С = 0 ��lBD + �lDC = 0. (3.55)

Поскольку составление дополнительного уравнения
связано с изменением геометрии в системе, то условие со�
вместности перемещений элементов системы называют
геометрической стороной задачи.

4. Изменение длины i�го участка имеет вид по (3.12):

.i i
i

i i

N l
l

E A
� �
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Связь между изменениями длины и параметрами сис�
темы называют физической стороной задачи.

5. Подставляем формулы п. 2 в формулы п. 4 и полу�
ченные выражения — в уравнение п. 3:

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) ( )
0 0.C CN l N l Z l Z F l

E A E A E A E A
� � �� � � � �

Совместное решение этой системы уравнений назы�
вают синтезом. Поскольку все параметры уравнения,
кроме ZC, известны, определяем величину ZC. Если по�
лучилось отрицательное значение ZC, это означало бы
лишь то, что направление реальной реакции противопо�
ложно выбранному.

С этого момента задача становится статически опреде�
лимой: строим эпюры N, � и �; затем проводим расчеты на
прочность и другие по требованиям условий задачи.

Итак, решение статически неопределимых систем удоб�
но рассматривать в такой последовательности.

Сначала выявляют статическую неопределимость за�
дачи по превышению количества неизвестных реакций
над количеством уравнений статики для данной системы.
Затем отбрасывают лишнюю опору и заменяют ее дейст�
вие реакцией. Выбор конкретной лишней опоры произ�
волен. После этого заменяют отброшенную опору ее ре�
акцией на систему, получая эквивалентную систему.
Хотя выбор направления этой реакции произволен, пред�
почтительно показывать ее направленной от бруса, т. е.
растягивающей брус.

Статическая сторона задачи: полагая для данной зада�
чи якобы известной реакцию отброшенной опоры, запи�
сывают формулы внутренних силовых факторов (продоль�
ные усилия) по типу (3.54) по всем участкам.

Геометрическая сторона задачи: на основании вида
отброшенной связи (опоры) составляют условие совмест�
ности перемещений элементов системы по типу форму�
лы (3.55).

Физическая сторона задачи: записывают для всех уча�
стков функции (3.12), связывающие деформации с физи�
ческими параметрами системы.
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Синтез: подставляют Ni п. 4 в выражения (3.12) п. 6 и
полученные формулы — в уравнение п. 5. После сокраще�
ний в нем остается лишь одна неизвестная реакция. На�
ходят ее.

С этого момента задача становится статически опреде�
лимой, и ее решение можно продолжать в соответствии с
первоначальными условиями.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО ТЕМЕ
«РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ»

1. Что называют эпюрой в сопротивлении материалов?
2. Что называют участком тела?
3. Каково правило знаков при растяжении–сжатии?
4. Как изменяется эпюра продольных сил, если между участ�

ками имеется сосредоточенная сила?
5. Какой вид деформации создают нормальные напряжения?
6. Какой вид деформации создают касательные напряжения?
7. Что постулирует гипотеза Бернулли?
8. Что следует из экспериментально наблюдаемого факта со�

хранения взаимной перпендикулярности продольных и по�
перечных линий при растяжении–сжатии?

9. Какие напряжения возникают на наклонных площадках
при растяжении–сжатии?

10. В каких сечениях при растяжении–сжатии возникают наи�
большие напряжения?

11. Какой вид напряжений (нормальные или касательные) при�
сутствует в поперечных сечениях при растяжении–сжатии?

12. Чему равны наибольшие касательные напряжения при рас�
тяжении–сжатии?

13. Что называют продольной деформацией, а что — поперечной?
14. Какова связь между продольной и поперечной деформа�

циями?
15. Что характеризует коэффициент Пуассона, �?
16. Каков возможный интервал изменения коэффициента Пуас�

сона, �?
17. Что является жесткостью при растяжении–сжатии?
18. Что относят к механическим характеристикам конструк�

ционных материалов?
19. Как получают механические характеристики?
20. Какое напряжение называют номинальным?
21. Какой формы образцы применяют при механических ис�

пытаниях материалов?
22. Чем различаются образцы для испытаний на растяжение и

образцы на сжатие? Почему?
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23. Что называют диаграммой испытаний образца на конкрет�
ный вид нагрузки?

24. Какие основные виды механических испытаний вам из�
вестны?

25. Чем характерна диаграмма растяжения пластичной стали?
26. Какое напряжение является пределом пропорционально�

сти?
27. Какое напряжение является пределом упругости?
28. Что называют площадкой текучести?
29. Какое напряжение является пределом текучести?
30. Какой участок диаграммы растяжения образца из пластич�

ной стали называют зоной общей текучести и почему?
31. Какой участок диаграммы растяжения образца из пластич�

ной стали называют зоной упрочнения и почему?
32. Что называют временным сопротивлением?
33. Что называют шейкой образца?
34. Какая часть диаграммы растяжения образца из пластич�

ной стали отражает местную текучесть, почему текучесть
является местной?

35. Что называют истинным напряжением разрыва образца из
пластичного материала?

36. Из каких составляющих складывается общее удлинение
образца из пластичного материала к моменту разрыва?

37. Что называют относительным удлинением образца из пла�
стичного материала после разрыва?

38. Что называют относительным сужением образца из пластич�
ного материала после разрыва?

39. Почему в момент разрыва стального образца раздается ха�
рактерный сильный хлопок?

40. Какая диаграмма характеризует материал, а не конструк�
цию образца?

41. Что характеризует продольный модуль упругости? Какие
еще названия он имеет? Как он выражен на диаграмме?

42. Какую диаграмму разрушения образца называют условной
и почему?

43. Может ли существовать условная диаграмма разрушения
образцов для хрупких материалов и почему?

44. Какую диаграмму разрушения образца из пластичного ма�
териала называют истинной?

45. Как будет выглядеть диаграмма разрушения пластичного
материала без площадки текучести?

46. Чем различаются диаграммы растяжения и сжатия образ�
цов из пластичной стали?

47. Почему расчеты пластичных материалов можно вести без
учета знака продольной деформации: растяжения или сжа�
тия?
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48. Чем различаются диаграммы для пластичных и для хруп�
ких материалов?

49. Чем различаются диаграммы растяжения и сжатия для од�
ного и того же хрупкого материала?

50. В каких основных пределах различаются по величине пре�
делы прочности на растяжение и сжатие для одного и того
же хрупкого материала?

51. Покажите графически характерные диаграммы растяжения
и сжатия хрупкого материала.

52. Покажите графически характерные диаграммы растяжения
и сжатия пластичного материала с зоной упрочнения.

53. Какие параметры условились называть предельными пара�
метрами?

54. Каково должно быть соотношение между наибольшими ра�
бочими параметрами (нагрузкой или напряжением) и их
допускаемыми значениями?

55. Что означает коэффициент запаса прочности?
56. Каковы пределы изменения величин коэффициента запаса

прочности для пластичных материалов в пищевом маши�
ностроении?

57. Каковы пределы изменения величин коэффициента запаса
прочности для хрупких материалов в пищевом машино�
строении?

58. В чем заключается расчет по допускаемым напряжениям?
59. По каким напряжениям — растяжения или сжатия — надо

проводить расчет, если материал пластичный?
60. По каким напряжениям — растяжения или сжатия — надо

проводить расчет, если материал имеет �пч.р � �пч.с?
61. Какие три типа задач прочности для объектов решают в

данном курсе?
62. Какой вид имеет условие прочности при растяжении–сжа�

тии?
63. Что служит основанием для записи дополнительного (до�

полнительных) уравнения для статически неопределимой
системы?

64. Что физически означает фраза «условия совместного пере�
мещения элементов системы»?

65. Какое действие означает понятие «статическая сторона за�
дачи»?

66. Какое действие означает понятие «геометрическая сторона
задачи»?

67. Какое действие означает понятие «физическая сторона за�
дачи»?

68. Какое действие означает понятие «синтез»?
69. Какая из показанных эпюр перемещений � соответствует

расчетной схеме (рис. 3.16)?
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70. Какая из показанных эпюр напряжений � соответствует
расчетной схеме (рис. 3.17)?

71. Какая из показанных эпюр продольной силы N соответст�
вует расчетной схеме (рис. 3.18)?

Рис. 3.16

Рис. 3.17

Рис. 3.18



94 МЕХАНИКА. СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ

72. В каком интервале диаграммы отображается зона пропор�
циональности (закон Гука) (рис. 3.19)?

73. В каком интервале диаграммы отображается зона упруго�
сти (рис. 3.19)?

74. В каком интервале диаграммы отображается зона общей
текучести (рис. 3.19)?

75. В каком интервале диаграммы отображается зона местной
текучести (рис. 3.19)?

76. Какая точка диаграммы соответствует на показанной диа�
грамме пределу пропорциональности �пц (рис. 3.19)?

77. Какая точка диаграммы соответствует на показанной диа�
грамме пределу упругости �у (рис. 3.19)?

78. Какая точка диаграммы соответствует на показанной диа�
грамме пределу текучести �Т (рис. 3.19)?

79. Какая точка диаграммы соответствует на показанной диа�
грамме временному сопротивлению �в (рис. 3.19)?

80. Какая из диаграмм соответствует условной диаграмме рас�
тяжения пластичной стали (рис. 3.20)?

81. Какая из диаграмм соответствует диаграмме сжатия пла�
стичной стали (рис. 3.20)?

82. Какая из диаграмм соответствует «истинной» диаграмме
растяжения пластичной стали (рис. 3.20)?

83. Какая из диаграмм соответствует диаграмме растяжения
чугуна (рис. 3.20)?

84. Какая из диаграмм соответствует диаграмме сжатия чугу�
на (рис. 3.20)?

Рис. 3.19 Рис. 3.20



Г Л А В А 4

СДВИГ

4.1.
ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

Если на тело действуют две противоположно направлен�
ные силы и при этом расстояние между линиями их дей�
ствий мало, то в теле возникает в основном поперечная
сила и оно испытывает сдвиг. Сдвиг, приведший тело к
разрушению, называют срезом.

Такого рода деформация возникает в сварных швах,
заклепочных,  шпоночных  и  болтовых  соединениях,
шпильках.

Пусть имеем консольно укрепленный прямолинейный
брус толщиной b. На весьма малом расстоянии a << b от
жесткой опоры приложим к нему силу F, направленную
перпендикулярно оси бруса (рис. 4.1а).

Поперечное сечение, обозначенное до приложения
нагрузки как ef, сместится в направлении действия силы
F на величину �b. Поскольку рассматриваем весьма ма�
лые деформации, то величины а и b можно считать неиз�
менными. Прямоугольник cdef между заделкой и силой F

Рис. 4.1
Иллюстрация деформации сдвига

а

б
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превратился в параллелограмм cde�f�. Значит, можно счи�
тать, что в поперечных сечениях и по граням выделенно�
го кубика dV действуют только касательные напряжения,
а нормальные напряжения практически равны нулю и их
можно не учитывать (рис. 4.1б). При этом будем считать,
что касательные напряжения одинаковы по всему сече�
нию. Это допущение является основным при дальнейшем
рассмотрении сдвига.

Напряженное состояние, при котором на гранях куби�
ка действуют лишь касательные напряжения, называют
чистым сдвигом. При этом касательными напряжениями в
поперечном сечении пластины создается лишь один внут�
ренний силовой фактор — поперечная сила Q, равная F. Зна�
чит, чистый сдвиг относится к простому сопротивлению.

4.2.
ДЕФОРМАЦИИ И НАПРЯЖЕНИЯ

ПРИ СДВИГЕ

Величину �b называют абсолютным сдвигом. Ее отно�
шение

tgb
a
� � � � �

(4.1)

называют относительным сдвигом или углом сдвига (

мал, поэтому tg
  
).

При расчетах на сдвиг (срез) принято считать, что ка�
сательные напряжения постоянны по всему сечению. То�
гда по формуле (1.10) получаем

.Q
A

� � (4.2)

При испытаниях специальных образцов на сдвиг в на�
чале получаемой диаграммы имеется область линейной
связи между нагрузкой и абсолютным сдвигом. Это озна�
чает, что между напряжениями и деформациями также
существует линейная связь, т. е. выполняется закон Гука
при сдвиге (см. раздел 1.7):

� = G
, (4.3)

где G — модуль упругости второго рода, или модуль сдви�
га, Н/м2. Закон Гука при сдвиге сохраняется до некоторо�
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го значения �, называемого, как и при растяжении–сжа�
тии, пределом пропорциональности �пц.

Подставляя (4.1) в (4.3) и полученное выражение в
(4.2), получаем формулу для определения величины абсо�
лютного сдвига:

.Qaab
G GA
�� � � (4.4)

Произведение GA в (4.4) называется жесткостью при
сдвиге (см. раздел 1.7).

Заметим, что вид формулы (4.4) повторяет вид форму�
лы удлинения участка при растяжении и сжатии (3.10)

.Nzz
EA

� �

В числителе (4.4) и (3.10) имеем произведение внут�
реннего силового фактора на длину участка, в знаменате�
ле — жесткость в виде произведения модуля упругости
второго рода в (4.4) и первого рода в (3.10) на площадь
поперечного сечения.

4.3.
РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ ПРИ СДВИГЕ

Механические характеристики при сдвиге удобно по�
лучать, подвергая кручению образцы в виде тонкостен�
ной трубки круглого поперечного сечения (рис. 4.2а).

В таких испытаниях можно считать, что образец на�
ходится в условиях чистого сдвига (двухосное напряжен�
ное состояние — см. раздел 2.4, 1�й частный случай). В ре�
зультате получают диаграмму в координатах !–Те, кото�
рую переводят в диаграмму 
–� (рис. 4.2б). В диаграмме

–�, как и в диаграммах растяжения (рис. 3.7), можно вы�
делить три зоны (упругости с зоной пропорциональности,
где выполняется закон Гука при сдвиге, текучести при �Т

и упрочнения) и соответствующие им механические ха�
рактеристики (пределы пропорциональности, упругости,
текучести). Среза на длинных тонкостенных трубчатых
образцах достичь нельзя: образец прежде потеряет цилин�
дрическую форму, т. е. произойдет потеря устойчивости.
Для достижения среза проводят иные испытания. На рис 4.2
кривая к точке среза показана условно пунктиром.
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В расчетах на сдвиг предельным параметром является
касательное напряжение �T, т. е. предел текучести при
сдвиге. Допускаемые напряжения [�] должны быть мень�
ше предельного �T в nT раз:

� � T

T
,

n
�� � (4.5)

и с учетом величины nT (см. раздел 3.7) оказываются в об�
ласти действия закона Гука при сдвиге (рис. 4.2б).

При решении задач сопротивления материалов мож�
но считать, что

�T  0,5�T. (4.6)

Вспомним: касательные напряжения при чистом сдви�
ге соответствуют двухосному напряженному состоянию
(см. подраздел 2.4, 1�й частный случай, вытекающий из
(2.23)), тогда как �T получают на основании эксперимен�
та при растяжении (одноосное напряженное состояние).

С учетом (4.6) допускаемое напряжение при сдвиге
равно

� � T T

T T
.

2n n
� �� � � (4.7)

Соединения, в которых нагруженный элемент счита�
ют работающим в условиях сдвига, обычно имеют более
сложную картину нагружения, трудно поддающуюся точ�

Рис. 4.2
Кручение тонкостенного
бруса круглого попереч�
ного сечения и диаграм�
ма сдвига в координатах

�–�

а

б
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ному аналитическому расчету. Поэтому, используя про�
стые расчетные схемы сдвига, неточности компенсируют
практически наработанными значениями коэффициента�
ми запаса прочности.

Рекомендуемые допускаемые касательные напряже�
ния принимают:

а) для пластичных материалов

[�] = (0,5...0,6)[�]; (4.8)

б) для хрупких материалов

[�] = (0,1...0,8)[�р]. (4.9)

Условие прочности при сдвиге имеет вид

�max � [�]. (4.10)

Следовательно,

� �.Q F
A A
� � � (4.11)

4.4.
РАСЧЕТЫ СОЕДИНЕНИЙ,

РАБОТАЮЩИХ НА СДВИГ

Принятое при сдвиге равномерное распределение ка�
сательных напряжений в сечении является достаточно
упрощенным. Однако используемые практические реко�
мендации по назначению коэффициентов запаса прочно�
сти при определении допускаемых напряжений перекры�
вают погрешность, обеспечивая надежность расчетов на
сдвиг и срез.

4.4.1.
РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ ЗАКЛЕПОЧНЫХ

И БОЛТОВЫХ СОЕДИНЕНИЙ

Заклепочные соединения (рис. 4.3) работают на сдвиг
(срез) и смятие. В расчете на сдвиг по (4.9) должна учиты�
ваться площадь поперечного сечения заклепки на уровне
касания скрепляемых листов (деталей) — по сечению В–В.
Поэтому условие прочности на сдвиг заклепки имеет вид

2
З

[ ].
/4

F
d

� �
� (4.12)
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Заклепочное соединение может потерять работоспособ�
ность от смятия контактируемых цилиндрических поверх�
ностей заклепки или листов от нормальных сжимающих
напряжений. Скрепленные листы могут разрушиться вдоль
ряда заклепок, фронтального нагрузке, от нормальных
растягивающих напряжений. При близком расположении
прочных заклепок к краю листа из непрочного материала
могут произойти срезы части края листа перед каждой за�
клепкой (шириной dЗ по длине l на рис. 4.3) от касатель�
ных напряжений. В многорядном заклепочном соединении
следует учитывать неравномерность распределения усилий
по рядам заклепок. Все эти задачи подробно рассматрива�
ются в дисциплине «Механика. Детали машин».

Расчет на прочность болта (рис. 4.4) при несуществен�
ном осевом усилии проводится аналогично расчету заклеп�
ки по (4.12), где вместо dЗ назначают d0 — диаметр внут�
реннего контура резьбы болта. Расчет ведется по условию
прочности на сдвиг в сечении В–В. К этим расчетам до�
бавляется учет концентраторов напряжений в резьбе и
собственно расчет резьбы, который рассматривается так�
же в дисциплине «Механика. Детали машин».

4.4.2.
РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ СВАРНЫХ СОЕДИНЕНИЙ

Рассмотрим случай соединения двух листов одним ло�
бовым и двумя фланговыми швами сварки (рис. 4.5а, б).

Считается, что сварной шов нагружен равномерно по
длине и разрушается вдоль своей длины по плоскости, в
которой лежит биссектриса его прямого угла (рис. 4.5в).

Рис. 4.3
Схема работы заклепочного

соединения

Рис. 4.4
Схема работы болтового

соединения на сдвиг
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Это наименьшая площадь в сварном шве. Ее суммарная
по всем трем швам величина составляет

A = bk + 2lk = k(b + 2l), (4.13)

где k — ширина плоскости разрушения, k  0,7s.
Величина k может приниматься и иной (в пределах от

0,7 до 1,0) в зависимости от технологии получения шва и
его вида.

Условие прочности имеет вид (4.9). Значит,

� �.
( 2 )

F
k b

�� �
� � (4.14)

Штрих при обозначении допускаемого напряжения [��]
означает то, что его назначают с учетом ослабления мате�
риала шва сваркой, поскольку шов, особенно при ручной
сварке, неидеален. Обычно принимают

[��] = (0,9...1)[�], (4.15)

где 0,9...1 — коэффициент снижения допускаемых напря�
жений в хорошо проваренном шве.

Рис. 4.5
Схема работы сварного соединения

а

б
в
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Коэффициент снижения допускаемых напряжений учи�
тывает наличие остаточных напряжений, которые могут
суммироваться с напряжениями от нагрузки. Если имеются
дефекты сварного шва, то это увеличение может оказаться
весьма существенным. На рис. 4.6 показана трехмерная кар�
тина (поверхность) остаточных напряжений в математиче�
ской модели зоны сварного шва с дефектами. Гребень пред�
ставляет собой напряжения по сварному шву. В непроварен�
ных (плохо проваренных) местах напряжения пикообразно
вырастают. Из�за этого происходит разрушение шва.

4.5.
УДЕЛЬНАЯ ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ

УПРУГОЙ ДЕФОРМАЦИИ ПРИ СДВИГЕ.
ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ

ТРЕМЯ ПОСТОЯННЫМИ E, G, �

По рис. 4.1а работа внешней силы F с учетом (4.4)
21 1 1

2 2 2F
Qa Q aA F b F
GA GA

� � � � , (4.16)

где Q = F.
При этом по закону сохранения энергии работа внеш�

них сил AF должна равняться накопленной потенциаль�
ной энергии упругой деформации UN:

AF = UN. (4.17)

Определим удельную потенциальную энергию упругой
деформации, т. е. потенциальную энергию упругой дефор�

Рис. 4.6
Пример результата машинного метода расчета

напряжений в сварном соединении
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мации, приходящуюся на единицу объема, с учетом зако�
на Гука при сдвиге (4.3),

2 2
2

2
1 1 1 1 1 1 1 .
2 2 2 2

N FU A Q a Qu
V V GA Aa G GA

� � � � � � � �� (4.18)

С другой стороны, чистый сдвиг дает по главным взаи�
моперпендикулярным площадкам нормальные напряже�
ния, равные по величине и противоположные по направле�
нию: растягивающие �1 = � и сжимающие �3 = –� (рис. 4.7).

При одноосном напряженном состоянии получена фор�
мула (3.53). В случае сдвига имеем двухосное напряжен�
ное состояние в соответствии с рис. 4.7. Значит, при дей�
ствии двухосного напряженного состояния имеем, учиты�
вая принцип суперпозиции, общую (сумарную) удельную
накопленную потенциальную энергию упругой деформа�
ции в виде

u = 0,5(�1	1 + �3	3). (4.19)

По обобщенному закону Гука (2.30) для того же двух�
осного напряженного состояния имеем

1 1 3

3 3 1

1 ( ),

1 ( ).

E

E

� � � ���

� � � ��� (4.20)

Подставим (4.20) в (4.19) и после преобразований по�
лучим величину удельной накопленной потенциальной
энергии упругой деформации для двухосного напряжен�
ного состояния:

2 2
1 3 1 3

1 ( 2 ).
2

u
E

� � �� � �� � (4.21)

Учитывая,  что  при  чистом  сдвиге "�1 = �, "�3 = –�
(рис. 4.7), получаем из (4.21) для � = �max = �:

Рис. 4.7
Напряженное состоя�
ние при чистом сдвиге
и его представление в
виде кубика, ориенти�
рованного главными

площадками
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2 21 1
.u

E E
�� ��� � � � (4.22)

Сравнивая (4.18) и (4.22), получим

2
211 ,

2 G E
��� � � (4.23)

из которого окончательно имеем

.
2(1 )

EG �
�� (4.24)

Если принять для сталей средние значения � = 0,3 и
Е = 2,1�105 МПа, то G = 8�104 МПа.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ
ПО ТЕМЕ «СДВИГ»

1. Какая нагрузка приводит к сдвигу, чистому сдвигу?
2. Что называют срезом?
3. Какие детали испытывают в основном сдвиг (работают на

сдвиг)?
4. Какая деформация происходит при сдвиге?
5. Какие напряжения действуют в поперечных сечениях при

сдвиге?
6. Какой параметр называют абсолютным сдвигом?
7. Какой параметр называют относительным сдвигом, углом

сдвига?
8. Как определяется и записывается допускаемое напряжение

при сдвиге?
9. Что называют жесткостью при сдвиге?

10. Как записывается условие прочности при сдвиге?
11. Как проводится расчет на прочность заклепочных и болто�

вых соединений?
12. Как проводится расчет на прочность сварных соединений?
13. Какой шов сварного соединения называют фланговым, ка�

кой — лобовым?
14. Какой формулой определяется работа внешних сил при

сдвиге?
15. Как наклонены главные площадки при чистом сдвиге?
16. Чему равны действующие на главных площадках при чи�

стом сдвиге главные напряжения?
17. Что называют удельной потенциальной энергией упругой

деформации при сдвиге?
18. Какой зависимостью связаны между собой три константы:

Е, G, �?



ГЛАВА 5

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ
ХАРАКТЕРИСТИКИ

ПЛОСКИХ СЕЧЕНИЙ

В решении задач сопротивления материалов в качестве
геометрической характеристики фигурирует не только
площадь А сечения, но используются и другие геометри�
ческие характеристики плоских сечений (плоских фигур),
необходимые для расчетов. Основания к их появлению
станут ясны при изучении дальнейших разделов. В этой
главе вводятся их понятия, показаны выводы формул и
дается практическое толкование новых терминов.

5.1.
СТАТИЧЕСКИЕ МОМЕНТЫ СЕЧЕНИЙ.

ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ СЕЧЕНИЯ

Пусть имеется плоская фигура произвольной формы
площадью А с центром тяжести в точке С. Произвольно
проведем оси координат x–y (рис. 5.1). Выделим бесконеч�

но малую площадку dA с коорди�
натами x и y.

Статическим моментом сече�
ния относительно оси (х или у) на�
зывается геометрическая характе�
ристика, определяемая интегра�
лом вида

                     

,

.

x

A

y

A

S ydA

S xdA

�

�

�

� (5.1)

Рис. 5.1
Схема плоской фигуры

для пояснения определе�
ния статического момента

инерции сечения
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Статический момент имеет
размерность м3 и может быть
любым по знаку.

Площадь плоской фигуры А
может быть представлена сум�
мой составляющих ее n площа�
док Аi (рис. 5.2)

1 2
1

... ... ,
n

i n i
i

A A A A A A
�

� � � � � � �� (5.2)

для каждой из которых могут быть записаны статические
моменты сечения по (5.1).

Поскольку интеграл обладает свойствами аддитивно�
сти (значение величины, соответствующее целому объек�
ту, равно сумме значений величин всех составляющих его
частей), выражения (5.1) могут быть представлены как

1 1

1 1

,

.

n n

x i xi
i iAi
n n

y i yi
i iAi

S ydA S

S xdA S

� �

� �

� �

� �

� ��

� ��
(5.3)

Пусть координатами центра тяжести (точка С на рис. 5.1)
сечения являются хс и ус. Площадки i�е можем по формам
выделить такие, у которых достаточно просто определить
и их площади Ai, и координаты цетров тяжести хсi и усi.
Тогда для определения центра тяжести плоской фигуры
(см. «Теоретическая механика») статический момент все�
го сечения или его части может быть выражен через про�
изведение площади фигуры (A, Ai) на расстояния хсi, усi от
ее центра тяжести до осей x, у:

1

1

,

.

n

x ci i c
i
n

y ci i c
i

S y A y A

S x A x A

�

�

� �

� �

�

� (5.4)

Если ось проходит через центр тяжести фигуры (цен�
тральная ось), то относительно нее статический момент се�

Рис. 5.2
Представление плоской

фигуры в виде n площадок
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чения равен нулю, поскольку для такой оси хс = 0 (ус = 0).
Оси, проходящие через центр тяжести фигуры, называ�
ются центральными осями.

Из (5.3) и (5.4) получаем координаты центра тяжести
(точка С) всей плоской фигуры в исходных, произвольно
выбранных осях:

1 1

1 1

1 1

1 1

,

.

n n

xi xi i
x i i

c n n

i i
i i
n n

yi yi i
y i i

c n n

i i
i i

S y A
S

y
A

A A

S x A
S

x
A

A A

� �

� �

� �

� �

� � �

� � �

� �

� �

� �

� �
(5.5)

Если i�я площадка сечения является пустым простран�
ством, отражающим полость в сечении бруса, то в (5.4),
(5.5) и последующих формулах сумм ее площадь берется
отрицательной.

Статический момент сечения относительно оси х или
у характеризует удаленность центра тяжести сечения от
оси х или у соответственно.

Пример 5.1.
Д а н о: сечение по рис. 5.3,

у которого b = 0,1 м.
Т р е б у е т с я: определить

координаты центра тяжести
сечения.

Решение. 1. Произвольно
выберем оси. Пусть это будут
оси x–y.

2. Разделим фигуру на элементарные площади. В дан�
ном случае ими могут быть три площади: 1 — прямо�
угольник площадью А1 = 8b � 4b = 32b2; 2 — пустое про�
странство в виде прямоугольника площадью А2 = –6b � 2b =
= –12b2 (площадь отрицательна); 3 — треугольник пло�

щадью 2
3

1 4 8 16 .
2

A b b b� � �

Рис. 5.3
Плоская фигура примера 5.1
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3. Координаты центров тяжести этих фигур: С1(–2b;

4b); С2(–2b; 4b); 3
1 18 ; 4 .
3 3

C b b� �� �
� �

4. Определяем координаты центра тяжести всей фигу�
ры по (5.5):

3

2 2 2

1
3 2 2 2

1

3

2 2 2

1
3 2 2 2

1

1( 2 )32 ( 2 )( 12 ) 8 16
3

32 ( 12 ) 16

0,074 0,074 0,1 0,0074 м.

14 32 4 ( 12 ) 4 16
3

32 ( 12 ) 16

2,82 2,82 0,1 0,282 м.

yi i
i

c

i
i

xi i
i

c

i
i

x A b b b b b b
x

b b b
A

b

y A b b b b b b
y

b b b
A

b

�

�

�

�

� � � � � �
� � �

� � �

� � � �

� � � � � �
� � �

� � �

� � � �

�

�

�

�

5.2.
МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ СЕЧЕНИЯ.

РАДИУС ИНЕРЦИИ СЕЧЕНИЯ

Осевым моментом инерции сечения называется гео�
метрическая характеристика сечения, численно равная
интегралу вида (рис. 5.1)

2 2, .x y

A A

I y dA I x dA� �� � (5.6)

Осевой момент инерции имеет размерность м4 и харак�
теризует степень удаления собственно площади сечения
от оси, относительно которой он берется.

Полярным моментом инерции сечения называется гео�
метрическая характеристика сечения, определяемая ин�
тегралом вида

 
2 2 2 2 2( ) ,p x y

A A A A

I dA x y dA x dA y dA I I� � � � � � � �� � � � (5.7)

где #2 = х2 + у2 представляет собой полярную координату.
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Полярный момент инерции сечения имеет размер�
ность м4. Он характеризует степень удаления площади
сечения, занятой материалом, от начала координат.

Осевые и полярный моменты инерции сечения всегда
больше нуля, поскольку координата берется в квадрате.

Радиусом инерции сечения относительно оси (напри�
мер, х) называется величина, определяемая формулой

.x
x

I
i

A
� (5.8)

Эта величина имеет размерность м и всегда положи�
тельна.

Центробежным моментом инерции сечения называет�
ся геометрическая характеристика сечения, определяемая
интегралом вида (рис. 5.1)

.xy

A

I xydA� � (5.9)

Центробежный момент инерции сечения имеет размер�
ность м4 и может быть больше, меньше или равным нулю.
Он характеризует степень неравномерности распределе�
ния величины площади сечения отно�
сительно осей.

Центробежный момент инерции се�
чения относительно оси симметрии се�
чения равен нулю. Так, для симмет�
ричной фигуры имеем Алев = Аправ, и по�
этому каждой элементарной площадке
dA, имеющей координату х, соответ�
ствует такая же площадка с координа�
той –х (рис. 5.4), в результате чего все
слагаемые взаимоуничтожатся:

      

лев прав

лев прав
1 1

лев прав(... ( ) ...) (... ...) 0.

xy

A A A

n n

i i i i
i iА А

i i i i

I xydA xydA xydA

x y dA x y dA

x y dA x y dA

� �

� � � �

� � � �
� � �� � � �
� 	 � 	

� � 
 � � � � �

� � �

� � (5.10)

Рис. 5.4
Пример фигуры,

симметричной
относительно оси у
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Поворот осей вокруг их центра приводит к тому, что
моменты инерции выражаются тригонометрическими пе�
риодическими функциями угла поворота. Оси, относи�
тельно которых осевые моменты инерции приобретают
экстремальные значения (один максимальное, а другой
минимальное), а центробежный момент инерции стано�
вится равным нулю, называются главными осями инер�
ции сечения. Главные оси, проходящие через центр тяже�
сти сечения, называются главными центральными осями
инерции сечения. Моменты инерции относительно глав�
ных центральных осей называются главными моментами
инерции сечения.

5.3.
ВЫВОД ФОРМУЛ

МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ
ПРОСТЫХ СЕЧЕНИЙ

При определении геометрических характеристик се�
чений к простым сечениям относят фигуры, имеющиеся в
справочных таблицах (см. библиографический список).
В таблицах размерность значений геометрических харак�
теристик дана обычно в сантиметрах в степени, соответст�
вующей характеристике. Ниже рассмотрен вывод расчет�
ных формул осевых моментов инерции, наиболее часто
встречающихся в задачах сопротивления материалов се�
чений: прямоугольник, коробчатое сечение, сплошной
круг и кольцо (рис. 5.5). Формулы для ряда других сече�
ний приводятся в справочных изданиях (см. библиогра�
фический список).

Рис. 5.5
Примеры элементарных форм сечений

а б в г
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Прямоугольник. Для прямоугольника в задачах сопро�
тивления материалов моменты инерции относительно осей
симметрии (главные центральные оси)

/2 /2
3 3

2 2

/2 /2

( ) , ( ) .
12 12

h b

x y

h b

bh hbI y bdy I x hdx
� �

� � � �� � (5.11)

Коробчатое сечение. По отношению к осям симмет�
рии прямоугольника осевые моменты инерции сечения
определяют, применяя аддитивные свойства интеграла:
вычитаем из момента инерции наибольшего прямоуголь�
ника момент инерции наименьшего прямоугольника, об�
разованного прямоугольным отверстием (см. пояснение
вслед за (5.5)):

33 3 3

33 3 3

1 ,
12 12 12

1 .
12 12 12

x

y

BH bh BH b hI
B H

HB hb HB h bI
H B

� �� �� � � � � 	
 �� 
� �
� �� �� � � � � 	
 �� 
� �

(5.12)

Сплошной круг. В соответствии с (5.6)

2 2 4 4

/2

(2 ) 0,1 .
32p

A D

I dA d d D D�� � � � ��� � � �� � (5.13)

Поскольку для круга Ix = Iy, то

Ip = Ix + Iy = 2Ix. (5.14)

Значит, (5.14) с учетом (5.13) дает
4 40,05 .

64x yI I D D�� � � (5.15)

Кольцо. Как и для коробчатого сечения, моменты инер�
ции кольца вычисляются в силу аддитивности свойств
интеграла вычитанием из момента инерции большого кру�
га момента инерции малого круга, образованного круглым
отверстием, по (5.13) и (5.15):

4
4 4 4

4 4 4 4

1
32 32 32

(1 ) 0,1 (1 ),
32

р
dI D d D
D

D C D C

� �� � � � �� � � � �$ %& '( )* +
�� � , �

(5.16)
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и с учетом равенства осевых моментов кольцевого сечения:
4

4

4 4 4 4

1
2 64

(1 ) 0,05 (1 ),
64

p
x y

I dI I D
D

D C D C

� �� � �� � � � �$ %& '( )* +
�� � , �

(5.17)

где отношение внутреннего диаметра кольцевого сечения
к наружному обозначено как

С = d/D. (5.18)

5.4.
ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ МОМЕНТАМИ

ИНЕРЦИИ ОТНОСИТЕЛЬНО ОСЕЙ,
ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ЦЕНТРАЛЬНОЙ

Пусть дано некоторое произвольное сечение А с цен�
тром тяжести в точке С, центральной осью х0 и известным
относительно нее осевым моментом инерции сечения Ix0

(рис. 5.6). Определим момент инерции сечения относи�
тельно оси х, параллельной центральной оси х0 и находя�
щейся от нее на расстоянии а.

Момент инерции относительно оси х равен по (5.6)

0

2 2
0

2 2 2
0 0

( )

2 ,

x

A A

x

A A A

I y dA y a dA

y dA a dA a y dA I a A

� � � �

� � � � �

� �

� � � (5.19)

поскольку по (5.4) статический
момент  сечения  относительно
центральных осей (xс = ус = 0) ра�
вен нулю:

        00 0.x c

A

y dA S y A� � �� (5.20)

Таким образом, момент инер�
ции сечения относительно неко�
торой оси равен сумме момента
инерции сечения относительно

Рис. 5.6
Схема к выводу формулы

изменения осевого
момента инерции сечения

при параллельном
переносе осей
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параллельной ей центральной оси и произведения квад�
рата расстояния между осями и площади сечения.

Аналогично можно получить

0

0 0

2 ,

,
y y

xy x y

I I b A

I I abA

� �

� � (5.21)

где a — расстояние между осями x и x0, b — расстояние
между осями y и у0.

Если центр тяжести находится в отрицательной об�
ласти, то расстояние до оси нужно взять со знаком «–»
(см. пример 5.5).

5.5.
МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ СЛОЖНЫХ СЕЧЕНИЙ

Пусть дано некоторое произвольное сечение площадью
А (рис. 5.6). Разделим его на n площадок с площадями А1,
А2, ... Аi, ... Аn. Тогда общая площадь определяется по (5.2).

В силу аддитивности свойств интеграла имеем по (5.6)

1 2

1 2
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xA xA xA xi
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I y dA y dA y dA y dA
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� � � � � �

� � � � �

� � � �

� (5.22)

Осевой момент инерции сложного сечения равен ал�
гебраической сумме осевых моментов инерции сечений,
составляющих общее сечение. Так, осевой момент инер�
ции сечения, имеющего незанятую материалом площадь
(пустоту), можно подсчитать, если вычесть из осевого мо�
мента инерции всей фигуры сечения
осевого момента инерции фигуры, не
занятой материалом.

Таким образом, разделяя сложное
сечение на несколько простых, можем
определять по (5.22) его общие осевые
моменты инерции.

Пример 5.2.
Д а н о: сечение (рис. 5.7), симмет�

ричное относительно оси у, у которого
d = 20 мм, D = 50 мм, a = 10 мм.

Рис. 5.7
Схема сечения
к примеру 5.2
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Т р е б у е т с я: определить моменты инерции относи�
тельно заданных осей х и у.

Решение. Обозначим площадь большого круга циф�
рой 1 и малого (отверстия) — цифрой 2. По (5.22) с учетом
(5.15), (5.19) и (5.21) имеем

0
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64 64 4

(50 10 ) (20 10 ) (10 10 ) (20 10 )
64 64 64

27,5 10 м 27,5 см ,
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Как видим, смещение по оси у пустоты в виде круга
привело к снижению Ix� по сравнению с Iу�. При этом ве�
личина Iу� не меняется при смещении отверстия по оси у
и равна моменту инерции Iу для трубы со стенками посто�
янной толщины.

Пример 5.3.
Д а н о: тавровое сплошное сечение (рис. 5.8), симмет�

ричное относительно оси у, у которого a = 6 мм.
Т р е б у е т с я: определить моменты инерции относи�

тельно заданных осей х и у.
Решение. Выделим в сечении две фигуры и обозначим

их цифрами 1 и 2. Покажем их геометрические характе�
ристики: b1 = 2a, h1 = 3a, b2 = 5a, h2 = 2a, xC1 = xC2 = 0,
a1 = yC1 = 3,5a, a2 = yC2 = a.

Рис. 5.8
Схема сечения
к примеру 5.3
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По (5.22), а также (5.11), (5.19) и (5.21) имеем
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Как видим, размещение площади сечения возле оси у
и смещение ее от оси х создало десятикратное превыше�
ние Ix� по сравнению с Iу�.

Пример 5.4.
Д а н о: сечение (рис. 5.9), симметричное относитель�

но обеих осей х, у. Сечение составлено из двутавра № 18 и
двух  приваренных  к  нему пластин  с  b = 120 мм  и
h = 20 мм (соответственно позиции 1 и 2 на рис. 5.9).

Т р е б у е т с я: определить момент инерции сечения
относительно оси х.

Решение. Из таблицы параметров
прокатной стали (ГОСТ 8239) выписы�
ваем для двутавра, обозначенного циф�
рой 1: Ix1 = 1290 см4; A1 = 23,4 см2.

Номер двутавра указывает его вы�
соту H = 18 см.

Общий момент инерции сечения оп�
ределится с учетом (5.19) и (5.21) фор�
мулой

Ix� = Ix1 + 2(Ix2 + уС
2А2),

Рис. 5.9
Схема сечения
к примеру 5.4
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в которой учтено, что центры тяжести обеих пластин нахо�
дятся на расстоянии ус = (H + h)/2 от общей оси х, а центр
тяжести двутавра лежит на ней. Момент инерции каждой
пластины относительно собственной центральной оси под�
считывается по формуле (5.11): Ix2 = bh3/12. Значит,

8

23 3 3
3

8 8 4 4

1290 10

0,12(20 10 ) 0,18 20 102 0,12 20 10
12 2 2

(1290 2 2408)10 6106 10 м 6106 см .

xI �
�

� �
�

� �

� � �

� �� �	 
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 �� �� �� �
� � � � � �

Обратим внимание на то, что каждая тонкая пластина
в сечении вносит существенно бо ´льшую (почти двукрат�
ную в сравнении с двутавром) долю в величину общего
момента инерции. Это объясняется удаленностью центров
тяжести пластин от центра тяжести всего сечения.

5.6.
ИЗМЕНЕНИЕ МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ

ПРИ ИЗМЕНЕНИИ УГЛА НАКЛОНА ОСЕЙ

Пусть имеется сечение площадью А, расположенное в
осях x–y (рис. 5.10), относительно которых известны мо�
менты инерции Ix и Iy.

Определим моменты инерции этого сечения относитель�
но новых осей x�–y�, повернутых на некоторый угол 
.

Для этого выделим в сечении бесконечно малый эле�
мент площадью dA. Его координаты в соответствии с ри�
сунком определяются формулами

Рис. 5.10
Схема для вывода

формулы, описываю�
щей изменения

моментов инерции
при повороте осей
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На основании (5.6) имеем
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I y dA y x dA
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� �
(5.24)

Аналогично получаем

Iy� = Ixsin2
 + Iycos2
 + Ixysin2
. (5.25)

Складывая (5.24) и (5.25), имеем

Ix� + Iy� = Ix(cos2
 + sin2
) + Iy(sin2
 + cos2
) =
= Ix + Iy = Ip. (5.26)

Значит, сумма осевых моментов инерции, означающая
полярный момент инерции, остается неизменной при по�
вороте осей. Заметим, что этот вывод следовал непосред�
ственно из соотношения между полярным и осевыми мо�
ментами инерции, поскольку параметр # остается неиз�
менным при любом повороте осей (любом 
).

Аналогично Ix1 и Iy1 получаем по (5.10) формулу цен�
тробежного момента инерции сечения относительно осей
x1y1:

sin2 cos2 .
2

x y
x y xy

I I
I I� �

�
� � � � (5.27)

5.7.
ГЛАВНЫЕ ОСИ ИНЕРЦИИ.

ГЛАВНЫЕ МОМЕНТЫ И РАДИУСЫ
ИНЕРЦИИ СЕЧЕНИЯ

Анализируя формулы (5.24) и (5.25), видим, что они
являются периодическими непрерывными функциями от

. Значит, при определенных значениях 
 = 
0 + k-/2 осе�
вые моменты инерции имеют экстремальные значения
(k — натуральное число). В таком случае, учитывая посто�
янство суммы осевых моментов инерции по (5.26), один
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из осевых моментов инерции приобретает максимальное
значение, а другой — минимальное.

Найдем первое (наименьшее) значение такого угла

 = 
0. С этой целью найдем первую производную по 
,
например от Ix1:

    2 cos sin 2 sin cos 2 cos2 .x
x y xy

dI
I I I

d
� � � � � � � � � � � �

� (5.28)

Приравняем ее к нулю:

0.xdI
d

� �
�

(5.29)

Тогда получим

0

2
tg2 .xy

y x

I
I I

� �
� (5.30)

Оказывается, тот же угол получается, если в (5.27) при�
нять

Ix�y� = 0. (5.31)

Значит, при угле 
0 центробежный момент инерции
равен нулю.

Оси, относительно которых осевые моменты инерции
приобретают экстремальные значения (один — макси�
мальное, а другой — минимальное), а центробежный мо�
мент инерции становится равным нулю, называются глав�
ными осями инерции сечения.

Главные оси, проходящие через центр тяжести сече�
ния, называются главными центральными осями инер�
ции сечения. В сечениях сложного вида, составленных из
простых фигур, такие оси для каждой простой фигуры
будут обозначаться с нулевым индексом (х0, у0).

Моменты инерции относительно главных центральных
осей называются главными моментами инерции сечения.

Величины главных моментов инерции сечения опре�
деляют, подставляя найденное по (5.31) значение 
0 в
(5.24) и (5.25).

Для упрощения расчетов формулы (5.24) и (5.25) мож�
но представить (по аналогии с методикой разделов 2.2–
2.3) в форме

22
max/min

1 ( ) 4 .
2 2

x y
x y xy

I I
I I I I

�
� � � � (5.32)
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Радиусы инерции относительно главных осей называ�
ются главными радиусами инерции

max/min
max/min .

I
i

A
� (5.33)

Пример 5.5.
Д а н о: составное сварное сечение (рис. 5.11а) из про�

филей (швеллер и равнобокий уголок) по ГОСТ 8239. Соб�
ственные центральные оси уголка и швеллера обозначе�
ны соответственно как х10, у10 и х20, у20. Швеллер № 16,
который обозначен как фигура 1, имеет: a1 = 1,80 см;
h1 = 16 см; Ix10 = 747 см4; Iy10 = 63,3 см4; A1 = 18,1 см2.
Равнобокий уголок № 7, который обозначен как фигура 2,
имеет: a2 = 1,94 см; Ix20 = Iy20 = 37,6 см4; Ixy20 = 22,1 см4;
A2 = 8,15 см2.

Т р е б у е т с я: определить положение центра тяжести
(С) составного сварного сечения, его главных централь�
ных осей инерции (x0y0), а также значения главных цен�
тральных (экстремальных) моментов инерции (Ix0, Iy0).

Решение. Вначале отметим, что вертикальная и гори�
зонтальная оси уголка не являются для него главными.
Поэтому ценробежный момент инерции уголка относи�
тельно них не равен нулю. Для швеллера такие оси явля�
ются главными. Поэтому ценробежный момент инерции
швеллера относительно них равен нулю.

Рис. 5.11
Схема составного сечения к примеру 5.5

а б
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1. Выбираем произвольно оси x–y. Для упрощения рас�
четов совмещаем их с главными центральными осями
швеллера. Тогда координатами центров тяжести швелле�
ра (С1) и уголка (С2) будут:

x1 = y1 = 0;
x2 = –а1 – а2 = –1,80 – 1,94 = –3,74 см;
у2 = h1/2 – а2 = 16/2 – 1,94 = 6,06 см.

2. Определяем положение центра тяжести сечения по
(5.5):
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Таким образом, общий центр тяжести составного се�
чения имеет координаты С (–1,16; 1,88). Показываем его
точкой С на рис. 5.11б.

Заметим, что правильно вычисленные координаты
должны указать положение центра тяжести на прямой
(показана пунктирной линией), соединяющей центры тя�
жести фигур сечения.

3. Определяем величины моментов инерции относи�
тельно выбранных осей xy по (5.21) и (5.22), учитывая то,
что x1 = y1 = 0,
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4. Определяем угол наклона главных центральных осей
инерции сечения по (5.30):

0

2 2( 162,6)
tg2 0,374

214,9 1084
xy

y x

I
I I

�� � � �
� �

,

что соответствует 
0 = 10�15�.
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Проводим через центр тяжести сечения оси х0 и у0 под
найденным углом (рис. 5.11б).

5. Определяем величины главных моментов инерции
по (5.32):
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО ТЕМЕ
«ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ

ПЛОСКИХ СЕЧЕНИЙ»

1. Какие оси называют центральными?
2. Какую геометрическую характеристику называют статиче�

ским моментом сечения?
3. Как обозначается статический момент сечения?
4. Какова размерность статического момента сечения?
5. Может ли статический момент сечения быть больше, мень�

ше нуля?
6. Что означает свойство аддитивности?
7. Обладает ли свойством аддитивности статический момент

сечения?
8. По каким формулам определяют положение центра тяже�

сти плоской фигуры?
9. Что характеризует статический момент плоского сечения?

10. Чему равен статический момент сечения квадрата относи�
тельно его центральных осей?

11. Чему равен статический момент сечения круга относитель�
но его центральных осей?

12. Какую геометрическую характеристику называют осевым
моментом инерции плоского сечения? Как он обознача�
ется?

13. Какова размерность осевого момента инерции плоского се�
чения?

14. Может ли осевой момент инерции плоского сечения быть
меньше нуля?

15. Что характеризует осевой момент инерции плоского сече�
ния?

16. Какую геометрическую характеристику называют поляр�
ным моментом инерции плоского сечения? Как он обозна�
чается?
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17. Какова размерность полярного момента инерции плоского
сечения?

18. Может ли полярный момент инерции плоского сечения быть
меньше нуля?

19. Как связаны осевой момент плоского сечения с осевыми
моментами инерции площадей, составляющих это сечение?

20. Что характеризует полярный момент инерции плоского се�
чения?

21. Что называют радиусом инерции сечения? Как он обозна�
чается?

22. Какова размерность радиуса инерции сечения? Может ли
он быть меньше нуля?

23. Что характеризует радиус инерции сечения?
24. Какую геометрическую характеристику называют центро�

бежным моментом инерции сечения? Как он обозначается?
Какова его размерность? Может ли он быть больше, мень�
ше нуля?

25. Что характеризует центробежный момент инерции плоско�
го сечения?

26. Какой формулой определяется осевой момент инерции пря�
моугольника?

27. Какими формулами определяются осевой и полярный мо�
менты инерции круга?

28. Какими формулами определяются осевой и полярный мо�
менты инерции кольца?

29. Чему равен осевой момент инерции сечения относительно
оси, параллельной центральной?

30. Как определяются осевые моменты инерции сложных сече�
ний?

31. Чему равна сумма осевых моментов инерции плоского се�
чения относительно осей, повернутых на некоторый угол?

32. Какие оси называют главными осями инерции плоского се�
чения?

33. Какие оси называют главными центральными осями инер�
ции плоского сечения?

34. Какие моменты инерции сечения называют главными?



ГЛАВА 6

КРУЧЕНИЕ

6.1.
ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮРЫ

КРУТЯЩЕГО МОМЕНТА

Пусть имеется прямолинейный брус, на который действует
внешний крутящий момент Te (рис. 6.1а), создающий в за�
делке В реакцию в виде такого же по величине, но противо�
положно направленного крутящего момента ТВ. Применяя
ту же последовательность действий метода сечений, что и в
главе, посвященной растяжению–сжатию (см. раздел 3.1),
устанавливаем, что внешняя нагрузка в виде крутящих мо�
ментов вызывает только один внутренний силовой фактор в
виде внутренних крутящих моментов Т.

Крутящие моменты Т определяются по участкам с по�
мощью уже известного нам метода сечений. В пределах
изучаемой дисциплины «Механика. Сопротивление мате�
риалов» знак эпюры Т не играет роли. Поэтому для ее по�
строения вводится условное правило знаков при круче�
нии: крутящий момент в сечении считается положитель�
ным, если, глядя со стороны сечения на отсеченную часть,
видим внешний момент направленным противоположно
движению часовой стрелки.

Рис. 6.1
Примеры построения эпюр крутящих моментов Т

а б
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Значит, в примере по рис. 6.1а внутренний момент от�
рицателен: Т = –Те.

Пример 6.1.
Д а н о: расчетная схема по рис. 6.1б.
Т р е б у е т с я: Построить эпюру крутящих моментов Т.
Решение. Предполагаем отсутствие сопротивления

вращению в шарнирных опорах. Тогда для расчетной
схемы вала постоянного сечения по рис. 6.1б имеем три
участка.

Вначале определяем внешний момент Те*, который
показан на рисунке как «Те* = ?». Его величина и направ�
ление должны соответствовать условию равновесия от всей
приложенной нагрузки:

�Теi = 0 � Те* – 5Te + Te + Te = 0 � Те* = 3Te.

Применяя метод сечений на каждом из трех участков,
имеем:
� на первом участке делаем сечение, отбрасываем всю

правую часть бруса и получаем Т1 = 3Te;
� на втором участке делаем сечение, отбрасываем всю

правую часть бруса и получаем Т2 = 3Te – 5Te = –2Te;
� на третьем участке делаем сечение, отбрасываем всю

левую часть бруса и получаем Т3 = –T.
На третьем участке отбрасывали всю левую часть, но

тот же результат был бы получен, если бы отбрасывали
всю правую часть. Правило знаков позволяет рассматри�
вать либо правую, либо левую отсеченную часть.

Строим эпюру крутящих моментов Т по найденным
значениям на участках.

6.2.
ДЕФОРМАЦИИ И НАПРЯЖЕНИЯ

ПРИ КРУЧЕНИИ

6.2.1.
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОБОСНОВАНИЕ

Пусть имеется консольный прямой брус круглого по�
перечного сечения, на поверхности которого нанесены
продольные (a, b) и перпендикулярные им поперечные
кольцевые линии (c, n) (рис. 6.2а).
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Эксперимент показывает, что после приложения на�
грузки Te продольные линии превратятся в цилиндриче�
ские спирали (a�, b�), а поперечные — повернутся вокруг
оси z, например из е в e�, на некоторый угол ! = !(z). Угол
! называется углом закручивания. При этом расстояния
между кольцевыми линиями не меняются. Из этого экс�
перимента следует несколько выводов.

1. Поверхностные кольцевые линии, лежащие в попе�
речных плоскостях до нагружения, остались лежать в тех
же плоскостях и после нагружения. Они лишь поверну�
лись вокруг оси z. Значит, можно допустить, что и все внут�
ренние точки бруса, располагавшиеся в этих же плоско�
стях до нагружения, остались лежать в них и лишь повер�
нулись вокруг оси z на тот же угол. Значит, поперечные
сечения бруса, плоские до нагружения, сохранились пло�
скими после нагружения и, поскольку тело является ли�
нейно деформируемым, лишь повернулись вокруг оси z
как жесткое целое. Это предположение называется гипо�
тезой плоских сечений.

2. Расстояния между поперечными линиями (cn) и об�
щая длина бруса l не изменились. Значит (см.  раздел 3.2),
нормальные напряжения в поперечных сечениях равны
нулю (�z = 0).

3. Прямоугольники, образованные поверхностной сет�
кой взаимно перпендикулярных полос, превратились в
параллелограммы. Следовательно, в поперечных сечени�
ях действуют касательные напряжения (� � 0).

Рис. 6.2
Иллюстрация результатов эксперимента при кручении
прямолинейного бруса круглого поперечного сечения

ба
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При �z = 0 и � � 0 имеем чистый сдвиг, т. е. двухосное
напряженное состояние, показанное для элементарного
объема dV (рис. 6.2б).

С учетом гипотезы плоских сечений и закона Гука угол
сдвига, равный 
  ee�/l, линейно возрастает от нуля на оси
z, где # = 0, до максимума у поверхности, где # = D/2. Зна�
чит, касательные напряжения должны быть линейной
функцией радиуса � = K#, и их величина меняется от нуля
на оси z до максимума у поверхности бруса.

Обратим внимание на то, что формула � = K#, указы�
вающая на характер распределения касательных напря�
жений в поперечном сечении, была сформулирована лишь
на основе результатов эксперимента и введенных гипотез.
Однако коэффициент K остается пока неизвестным.

6.2.2.
ОТНОСИТЕЛЬНЫЙ УГОЛ ЗАКРУЧИВАНИЯ.

КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ
В ПОПЕРЕЧНОМ СЕЧЕНИИ

Вырежем в брусе (рис. 6.2) по координате z бесконеч�
но малый кольцевой элемент радиуса #, длиной dz и тол�
щиной d# (рис. 6.3а).

По его торцевым плоскостям (каждая площадью dA)
будут действовать касательные напряжения �, которые на
левой стороне обозначим их результирующей в виде мо�
мента dT.

Линия es, до нагружения параллельная оси z, повер�
нется после нагружения на малый угол 
 (угол сдвига) и
займет положение es� (рис. 6.3б). Дуга ss� соответствует
углу закручивания d!, не зависящему от # в соответствии
с гипотезой плоских сечений.

Рис. 6.3
Бесконечно малый кольцевой элемент бруса в условиях кручения

а б




