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ПРЕДИСЛОВИЕ

Данный сборник задач и упражнений, называемый далее
пособием, предназначен главным образом для студентов вузов,
обучающихся по специальностям в области информационной
безопасности. Его основная цель — помочь студентам в за-
креплении лекционного теоретического материала по курсам
«Математическая логика», «Математическая логика и теория
алгоритмов», «Дискретная математика», «Дискретные функ-
ции», а также в выработке необходимых навыков решения
задач по этим курсам. Пособие состоит из трех разделов:
«Математическая логика», «Дискретные функции» и «Теория
алгоритмов». Материал каждого из разделов разбит на па-
раграфы, для которых принята сквозная нумерация. Данное
пособие является существенным расширением изданного ра-
нее в Институте криптографии, связи и информатики учебно-
методического пособия М. М. Глухова и В. А. Шапошникова
«Задачи и упражнения по математической логике». Основное
расширение перечня задач и упражнений произведено за счет
второго раздела, в который включено большое число задач
по широко используемым в криптографии свойствам дискрет-
ных функций. Определенные добавления сделаны и по двум
другим разделам. Так, например, в первый раздел включены
упражнения на метод резолюций, в третий — добавлен ряд
упражнений и задач по временной сложности алгоритмов и
вычислений. К расширению относятся также включенные пе-
ред задачами каждого параграфа необходимые сведения тео-
ретического характера. Пособие содержит ответы и указания
к некоторым задачам.

При составлении данного пособия использована известная
учебная и научная литература по затрагиваемым в нем обла-
стям математики. Список этой литературы приведен в конце
пособия.
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Глава 1

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА

§ 1. Алгебра высказываний

Высказыванием называется утверждение, относительно ко-
торого известно, истинно оно или ложно, причем высказыва-
ние не может быть истинным и ложным одновременно. Ис-
пользуются краткие обозначения: «И» — истина, «Л» — ложь.
Наряду с конкретными высказываниями, каждое из которых
имеет значение «И» или «Л», будем рассматривать также пе-
ременные высказывания, значениями которых являются кон-
кретные высказывания. Введем понятие формулы алгебры вы-
сказываний с использованием логических операций конъюнк-
ции ∧, дизъюнкции ∨, импликации → и отрицания .̄

1. Любое постоянное или переменное высказывание есть
формула. Такие формулы называются элементарными.

2. Если A и B — формулы, то слова

(A) ∧ (B), (A) ∨ (B), (A) → (B)

также являются формулами.
3. Если A — формула, то и (A) — формула.
4. Других формул нет.
Общее число всех логических операций, участвующих в

формуле A, называется рангом формулы A и обозначается че-
рез r(A). Общее число всех постоянных и переменных выска-
зываний, участвующих в формуле A, обозначим через l(A) и
назовем длиной формулы A. В определении ранга и длины
формулы каждый символ операции и высказывания считается
столько раз, сколько раз он входит в формулу. Для упрощения
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Математическая логика 5

записи формул используют следующие правила сокращения
числа скобок.

1. Не заключают в скобки элементарные формулы.
2. Не заключают в скобки формулу, над которой находит-

ся знак отрицания.
3. Считают, что операция ∧ сильнее операции ∨, и обе эти

операции сильнее операции →.
4. Не заключают в скобки большие латинские буквы, ис-

пользуемые для обозначения формул (например, вместо
(A) ∧ (B) пишут A ∧ B).

Приведем индуктивное определение подформул любой фор-
мулы алгебры высказываний.

1. Подформулой элементарной формулы является лишь она
сама.

2. Подформулами любой формулы вида A ∧ B, A ∨ B,
A → B называются сама эта формула и все подфор-
мулы формул A и B.

3. Подформулами формулы Ā являются сама она и все
подформулы формулы A.

Если в формулу A не входят никакие переменные выска-
зывания, кроме переменных из некоторой фиксированной си-
стемы x1, x2, . . . , xn, то формулу A обозначают также в виде
A(x1, x2, . . . , xn). Если в формуле A(x1, x2, . . . , xn) заменить
переменные x1, x2, . . . , xn соответственно постоянными выска-
зываниями a1, a2, . . . , an, то получится высказывание, которое
обозначается в виде A(a1, a2, . . . , an). Значение этого выска-
зывания называют значением формулы A при x1 = a1, x2 =
= a2, . . . , xn = an. Таким образом, формула A(x1, . . . , xn)
определяет отображение {И, Л}n в {И, Л}, называемое
логической (булевой) функцией от n переменных, или
n-арной логической операцией. Формулы A(x1, x2, . . . , xn) и
B(x1, x2, . . . , xn) алгебры высказываний называются эквива-
лентными, если они принимают одинаковые значения при лю-
бых значениях переменных высказываний x1, x2, . . . , xn. Эк-
вивалентность формул A(x1, x2, . . . , xn) и B(x1, x2, . . . , xn) за-
писывается в виде

A(x1, x2, . . . , xn) ≡ B(x1, x2, . . . , xn)

или, кратко, A ≡ B.
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6 Глава 1

Пусть A — формула, не содержащая символа →. Тогда
формула, полученная из A заменой каждого символа ∧ на ∨,
каждого символа ∨ на ∧ и каждого постоянного высказывания
на его отрицание, называется двойственной к A. Обозначим
ее A∗.

Принцип двойственности: для любых формул A и B ал-
гебры высказываний эквивалентность A ≡ B имеет место то-
гда и только тогда, когда A∗ ≡ B∗.

Формула A алгебры высказываний называется приведен-
ной, если

1) A не содержит постоянных высказываний;
2) A не содержит операции →;
3) операция отрицания в A относится лишь к элементар-

ным подформулам.
Для любой формулы A существует эквивалентная ей приве-
денная формула.

Для α ∈ {0, 1} и переменного высказывания x обозначим:

xα =

{
x, если α = 1,
x̄, если α = 0.

Формулы вида

xα1

i1
∧ xα2

i2
∧ · · · ∧ xαk

ik
и xα1

i1
∨ xα2

i2
∨ · · · ∨ xαk

ik
, k � 1,

называются соответственно элементарной конъюнкцией и эле-
ментарной дизъюнкцией. В каждой из этих формул перемен-
ные высказывания могут повторяться. Формула называется
дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ), если она явля-
ется дизъюнкцией элементарных конъюнкций. Двойственным
образом определяется конъюнктивная нормальная форма
(КНФ). Для каждой формулы A алгебры высказываний су-
ществуют эквивалентные ей дизъюнктивная и конъюнктивная
нормальные формы (ДНФ и КНФ формулы A). Совершенной
дизъюнктивной нормальной формой (СДНФ) от переменных
x1, x2, . . . , xn называется такая ДНФ, в которой все элемен-
тарные конъюнкции различны, и каждая из них имеет вид

xα1

1 ∧ xα2

2 ∧ · · · ∧ xαn

n .

Двойственным образом определяется совершенная конъюнк-
тивная нормальная форма (СКНФ). Для всякой формулы
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Математическая логика 7

A(x1, . . . , xn) �≡ Л (A(x1, . . . , xn) �≡ И) существует единствен-
ная эквивалентная ей СДНФ (СКНФ) от переменных x1,
x2, . . . , xn.

Формула A алгебры высказываний называется выполни-
мой, если она принимает значение «И» хотя бы на одном набо-
ре значений содержащихся в ней переменных высказываний.
В противном случае она называется тождественно ложной.
Формула A алгебры высказываний называется тождественно
истинной, если она принимает значение «И» при любых зна-
чениях входящих в нее переменных высказываний.

Всюду далее в записи формул вида A ∧ B знак ∧ будет,
как правило, опускаться.

Задачи и упражнения

1.1. Следующие формулы записать с меньшим числом ско-
бок, учитывая известные соглашения об упрощении записи
формул:

a) ((x1) ∨ (x2))(((x1)) → ((x1)(x2)));
б) ((((x1)(x2))(x3)) ∨ ((x2))) → (((x1) ∨ (x3)));
в) ((((x1) ∨ (x2)) ∨ (x3))((x3) ∨ (x4))) ∨ ((x1)(x2)).
1.2. Восстановить все скобки в формулах, записанных с

учетом правил сокращения числа скобок:
a) x1x2 ∨ x3x2 → x1x3;
б) x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x1x2x3;
в) x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3.
1.3. Найти ранги и длины формул из задач 1.1, 1.2.
1.4. Выписать все подформулы каждой из формул задач

1.1, 1.2.
1.5. Доказать следующие эквивалентности формул, назы-

ваемые основными законами алгебры логики:
1) AB ≡ BA,
2) A ∨ B ≡ B ∨ A,
3) (AB)C ≡ A(BC),
4) (A ∨ B) ∨ C ≡ A ∨ (B ∨ C),
5) A(B ∨ C) ≡ AB ∨ AC,
6) A ∨ BC ≡ (A ∨ B)(A ∨ C),
7) A(A ∨ B) ≡ A,
8) A ∨ AB ≡ A,
9) AA ≡ A,
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8 Глава 1

10)A ∨ A ≡ A,
11) AB ≡ A ∨ B,
12)A ∨ B ≡ A ∧ B,
13)A → B ≡ B → A,
14)A ≡ A,
15)A ∨ A ≡ И,
16)AA ≡ Л,
17) (A → B)(B → C) → (A → C) ≡ И.
1.6. Пользуясь основными законами логики, найти для

формул задач 1.1, 1.2 эквивалентные им приведенные форму-
лы, ДНФ и КНФ.

1.7. Какой наименьший и наибольший ранг может иметь
приведенная формула длины l? Как связаны между собой ран-
ги и длины формул без отрицаний? Что можно сказать о со-
отношении между этими параметрами в общем случае?

1.8. Пользуясь основными законами логики, упростить фор-
мулы:

a) ((x1 → x2) → x1) → x2;
б) (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x4 ∨ x5)(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x4 ∨ x4);
в) (x1 → x3)(x2 → x1x3)(x2 → x3)(x3 → x1x2)(x2 → x1x3).
1.9. Будем говорить, что операция f ∈ {∧,∨,→, }̄ выра-

жается через систему логических операций S, если формула
x1fx2 (или x̄ в случае, если f — отрицание) эквивалентна
некоторой формуле, содержащей в своей записи логические
операции лишь из S. Выяснить:

a) какие из операций алгебры высказываний выражаются
через систему остальных операций?

б) через какие две операции могут быть выражены две
остальные?

в) какие из операций выражаются через операцию → ?
1.10. Для формул

x1 → x2, x1 → x2, x2 → x1, x2 → x1

составить таблицы истинности и выяснить, какие из них эк-
вивалентны.

1.11. Проделать то же, что и в задаче 1.10, для формул, в
записи которых участвует разное число переменных:

x1x2 → x2, x1x2 → x3, (x1 → x3x4)∨(x2 → x3), x1x2 → x1x3.
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Математическая логика 9

1.12. Для следующих формул составить таблицы истинно-
сти и, пользуясь этими таблицами, найти СДНФ и СКНФ:

a) (x1x2 → x2x3) → (x1x2 ∨ x1);
б) ((x1 ∨ x2) → x3)x2 → x2x3;
в) (x1 → x3)(x2 → x3) → ((x1 ∨ x2) → x3).
1.13. С помощью ДНФ и КНФ выяснить, какие из сле-

дующих формул являются тождественно истинными, какие —
тождественно ложными, а какие — выполнимыми:

a) (x1 → x2) → x1 → x3 ∨ (x1 → x2x3);
б) (x1 → x3)(x2 → x3)(x1 ∨ x2)x3 ;
в) (x1 → x2x3)x2 ∨ x3 → x1.
1.14. Доказать, что формулы A и B эквивалентны тогда и

только тогда, когда тождественно истинны обе формулы

(A → B) → B и A → (B → A → A),

или когда одна из формул

(A → B) → B и A → (B → A → A)

является отрицанием другой.
1.15. Очевидны следующие утверждения (для любых фор-

мул A, B, C):
A ≡ B ⇒ AC ≡ BC;

A ≡ B ⇒ A ∨ C ≡ B ∨ C.

Имеют ли место обратные утверждения? Отдельно рассмот-
реть случай, когда A, B и C — элементарные конъюнкции.

1.16. После анализа химических свойств некоторого класса
веществ обнаружили:

a) если вещество обладает свойствами A и B, то оно об-
ладает и свойством C;

б) если имеют место свойства B и D, то имеет место A
или C;

в) если имеет место свойство B, но не имеет места A, то
имеет место C или D;

г) если вещество не обладает свойством C и обладает
свойством B, то свойство A отсутствует.

Упростить информацию.
1.17. При составлении расписания уроков на некоторый

день учителя просили, чтобы их уроки были:
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10 Глава 1

1) математик — первым или вторым;
2) историк — первым или третьим;
3) литератор — вторым или третьим.

Можно ли удовлетворить просьбы всех трех учителей?
1.18. Некто A держит в руке (неизвестно, в правой или ле-

вой) монету. Известно, что A всегда лжет или всегда говорит
правду (но неизвестно, что именно). Как с помощью един-
ственного вопроса узнать, в какой руке находится монета?

1.19. Пытаясь вспомнить победителей прошлого турнира,
пятеро заявили, что по их мнению:

1) Антон был вторым, Борис — пятым;
2) Виктор был вторым, Денис — третьим;
3) Антон был третьим, Евгений — шестым;
4) Григорий был первым, Борис — третьим;
5) Виктор был третьим, Евгений — четвертым.

Впоследствии выяснилось, что каждый из высказавших свое
мнение ошибся ровно один раз. Каково было истинное распре-
деление мест в турнире, если никакие два участника турнира
не делили одно место?

1.20. Указать правило, по которому из СДНФ формулы A
получается СДНФ формулы A∗, двойственной к A.

1.21. Пусть СДНФ от n переменных формулы A содержит
k элементарных конъюнкций. Сколько элементарных конъ-
юнкций содержится в СДНФ формулы A∗, двойственной к A?

1.22. Найти ДНФ для формул:
a) (x1 → x2)x3 ∨ (x2 → x1)x3;
б) x1x2 ∨ x3 → x1 ∨ x2x3.
1.23. Решить уравнения:
a) ((x → yz) → (y → x)) → y ≡ Л;
б) x ∨ y ∨ z → (x ∨ y)(x ∨ z) ≡ Л;
в) x ∨ y → xy ∨ xy ≡ Л.
1.24. Из операций ∧, ∨, → составить всевозможные пары,

в которых первая — право (лево) — дистрибутивна относи-
тельно второй.

1.25. Сколько всего различных бинарных операций можно
определить на множестве Ω = {И, Л}? Для каждой из них
найдите таблицу истинности и одну из ДНФ.

1.26. Доказать, что любая логическая операция может быть
задана формулой алгебры высказываний.
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1.27. Понятие формулы алгебры высказываний естествен-
ным образом обобщается на случай, когда вместо операций
∧, ∨, →, ¯ используется любой другой набор логических опе-
раций (любых арностей) на множестве Ω. Для этих формул
аналогично определяются понятия значения формулы, тожде-
ственной истинности, выполнимости и тождественной лож-
ности формулы, эквивалентности формул и т. п. Логическую
операцию назовем универсальной, если через нее выражаются
все логические операции. Доказать:

a) логическая операция f универсальна тогда и только то-
гда, когда через нее выражаются операции ∧ и ¯;

б) ни одна из операций ∧, ∨, →, ¯ не универсальна;
в) операции штрих Шеффера | и стрелка Пирса ↑, опреде-

ляемые таблицами

| И Л
И Л И
Л И И

и
↑ И Л
И Л Л
Л Л И

,

являются универсальными. Доказать, что других би-
нарных универсальных логических операций нет.

1.28. Для введенных в предыдущей задаче операций | и ↑:
а) установить, являются ли они коммутативными, ассоци-

ативными или нет;
б) выразить через них операции ∧, ∨, →, ;̄
в) с использованием результата задачи 1.25 указать ДНФ

каждой из них, по каждой такой ДНФ найти двойствен-
ную к ней формулу и установить, какие бинарные опе-
рации определяются этими двойственными формулами.

1.29. В своих работах по логике Дж. Буль пользовался
операцией сложения ⊕, определяемой таблицей

⊕ И Л
И Л И
Л И Л

.

Докажите, что:
a) операция⊕ коммутативна, ассоциативна, однако не дис-

трибутивна относительно ∨ и ∧ ;
б) через операции ⊕, ∧ и ¯ выражаются операции ∨ и → ;
в) операция ⊕ не выражается через операцию → .

Какой связке из обычной речи соответствует операция ⊕ ?
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§ 2. Булевы алгебры

Булевой алгеброй называется множество с двумя бинар-
ными операциями ∪ (объединение) и ∩ (пересечение), одной
унарной операцией ′ (дополнение) и двумя 0-арными опера-
циями 0 и 1, в котором выполняются тождества:

I. 1. (x ∪ y) ∪ z = x ∪ (y ∪ z),
2. (x ∩ y) ∩ z = x ∩ (y ∩ z).

II. 1. x ∪ y = y ∪ x,
2. x ∩ y = y ∩ x.

III.1. (x ∪ y) ∩ z = (x ∩ z) ∪ (y ∩ z),
2. (x ∩ y) ∪ z = (x ∪ z) ∩ (y ∪ z).

IV.1. x ∪ 0 = x,
2. x ∩ 1 = x.

V. 1. x ∪ x′ = 1,
2. x ∩ x′ = 0.

Задачи и упражнения

2.1. Показать, что множество Ωn
2 вектор-строк над Ω2 =

= {0, 1} длины n является булевой алгеброй относительно
покомпонентных операций дизъюнкции, конъюнкции и отри-
цания с нулём (0, 0, . . . , 0) и единицей (1, 1, . . . , 1).

2.2. Показать, что множество F2 всех булевых функций
относительно операций ∨, ∧, ,̄ 0, 1 образует булеву алгебру.

2.3. Показать, что множество 2M всех подмножеств дан-
ного множества M относительно теоретико-множественных
операций объединения, пересечения и дополнения образует
булеву алгебру, в которой роль нуля и единицы играют соот-
ветственно ∅ и M , и что для конечного множества M∣∣2M

∣∣ = 2|M|.

2.4. Показать, что совокупность всех подмножеств A мно-
жества N, для которых либо A, либо Ā конечно, образует
булеву алгебру относительно теоретико-множественных опе-
раций объединения, пересечения и дополнения ¯ (Ā = N \ A).

2.5. В каком случае булевой алгеброй будет множество D
всех положительных делителей натурального числа n, если
положить для a, b ∈ D:

a ∪ b = [a, b]; a ∩ b = (a, b); a′ =
n

a
?
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2.6. Показать, что в булевой алгебре 2M имеют место рав-
носильности:

(A ∩ X) ∪ (B ∩ X̄) ≡ (Ā ∪ X̄) ∩ (B̄ ∪ X);

A ∩ B̄ ∪ B ≡ Ā ∪ B;

(A ∩ B ∩ C ∩ X̄) ∪ (Ā ∩ C) ∪ (B̄ ∩ C) ∪ (C ∩ X) ≡ C.

2.7. В булевой алгебре 2M упростить выражения:

(A ∩ B ∩ C) ∪ (Ā ∩ B ∩ C) ∪ B̄ ∪ C̄;

(A ∩ B ∩ X) ∪ (A ∩ B ∩ C ∩ X ∩ Y ) ∪ (A ∩ X ∩ Ā);

[(A ∩ B) ∪ (A ∩ C) ∪ (Ā ∩ X̄ ∩ Y )]∩
∩ (A ∩ B̄ ∩ C) ∪ (Ā ∩ X̄ ∩ Ȳ ) ∪ (Ā ∩ B ∩ Y ) .

2.8. Доказать, что обе аксиомы ассоциативности выводимы
из остальных аксиом булевой алгебры.

2.9. Доказать независимость аксиом II–V групп.
2.10. Доказать, что в любой булевой алгебре справедливы

следующие утверждения:
a) элементы 0 и 1 являются единственными;
б) каждый элемент имеет единственное дополнение;
в) для каждого элемента a: (a′)′ = a;
г) 0′ = 1 и 1′ = 0;
д) для каждого элемента a: a ∪ a = a и a ∩ a = a;
е) для каждого элемента a: a ∪ 1 = 1 и a ∩ 0 = 0;
ж) для всех a и b: a ∪ (a ∩ b) = a и a ∩ (a ∪ b) = a;
з) для всех a и b: (a ∪ b)′ = a′ ∩ b′ и (a ∩ b)′ = a′ ∪ b′.

Привести доказательства, не использующие аксиом I.I и I.2.
2.11. Доказать, что булеву алгебру 〈B,∪,∩,′ 〉 можно опре-

делить как множество B, содержащее не менее двух элемен-
тов, с бинарной операцией ∩ и унарной операцией ′, удовле-
творяющими следующим аксиомам:

a) ∩ — коммутативная операция;
б) ∩ — ассоциативная операция;
в) для всех a, b ∈ B, если a ∩ b′ = c ∩ c′ для некоторого

c ∈ B, то a ∩ b = a;
г) для всех a, b, c ∈ B, если a ∩ b = a, то a ∩ b′ = c ∩ c′.
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2.12. Доказать независимость аксиом в определении буле-
вой алгебры по задаче 2.11.

2.13. Доказать, что в любой булевой алгебре отношение
«�», определенное условием

a � b ⇔ a ∪ b = b,

является отношением частичного порядка.
2.14. Доказать, что для любых двух элементов a и b произ-

вольной булевой алгебры существуют верхняя и нижняя гра-
ни, соответственно sup{a, b}, inf{a, b}.

2.15. Доказать, что в произвольной булевой алгебре спра-
ведливы следующие утверждения:

a) a � b ⇔ a ∩ b = a;
б) a � b ⇔ a ∩ b′ = 0;
в) a � b ⇔ a′ ∪ b = 1;
г) a � b ⇔ b′ � a′;
д) для любых x, y

x = y ⇔ (x ∩ y′) ∪ (y ∩ x′) = 0.

2.16. Говорят, что в булевой алгебре элемент b покрывает
элемент a, если из a < b (т. е. a � b и a �= b) и a � x � b
следует, что x = a или x = b. Охарактеризовать все элемен-
ты, покрывающие заданный элемент в булевых алгебрах из
задач 2.1–2.5. Доказать, что в булевой алгебре F2 всех буле-
вых функций не существует элементов, покрывающих любой
заданный элемент.

2.17. Отношение порядка, введенное в задаче 2.13, позво-
ляет изображать булевы алгебры с помощью диаграмм частич-
но упорядоченных множеств. Элементы частично упорядочен-
ного множества изображаются точками. Точка b помещается
выше точки a и соединяется с ней отрезком, если b покрыва-
ет a. Построить диаграммы:

а) булевой алгебры Ωn
2 при n = 1, 2, 3, 4;

б) булевой алгебры 2M , где M = {1, 2, 3, 4, 5};
в) булевой алгебры, рассмотренной в задаче 2.5, при n =

= 30, 105, 546.
2.18. В булевой алгебре элементы, покрывающие нуль, на-

зываются атомами. Описать атомы булевых алгебр, приведен-
ных в предыдущей задаче. Описать атомы булевой алгебры
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2M для произвольного непустого множества M . Показать, что
булева алгебра F2 не имеет атомов.

2.19. Доказать, что всякая конечная булева алгебра B изо-
морфна булевой алгебре 2A, где A — множество всех атомов
алгебры B.

2.20. Если a — атом булевой алгебры B и x ∈ B, то имеет
место одно и только одно из соотношений

a � x или a � x′.

2.21. Если a1, a2, . . . , ak — атомы булевой алгебры B и

a �
k⋃

i=1

ai, то a � aj для некоторого j, 1 � j � k.

2.22. Пусть B — конечная булева алгебра, A — множество
всех атомов B и

A(x) = {a | a ∈ A, a � x}.
Доказать, что отображение

ϕ : x �→ A(x)

есть изоморфизм B на 2A.
2.23. Доказать, что для конечных множеств M1, M2

2M1 ∼= 2M2 ⇔ |M1| = |M2|.
2.24. Доказать, что группа автоморфизмов конечной буле-

вой алгебры 2M является симметрической группой подстано-
вок множества M .

2.25. Ассоциативное кольцо R с единицей называется бу-
левым кольцом, если все его элементы идемпотентны, т. е. для
любого a ∈ R : a2 = a. Доказать, что всякое булево кольцо
коммутативно, и любой его элемент удовлетворяет соотноше-
нию 2x = 0. Привести примеры булевых колец.

2.26. Доказать, что всякую булеву алгебру B можно пре-
вратить в булево кольцо, положив для a, b ∈ B :

a + b = (a ∩ b′) ∪ (a′ ∩ b), ab = a ∩ b,

и наоборот, на любом булевом кольце R можно задать струк-
туру булевой алгебры, если положить для a, b ∈ R :

a ∪ b = a + b + ab; a ∩ b = ab.
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§ 3. Исчисление высказываний

Любое логическое исчисление создается как средство до-
казательства утверждений или вывода одних утверждений из
других в некоторой предметной области знаний и задается
алфавитом, правилами образования формул в этом алфавите,
набором формул, называемых аксиомами, и правилами вывода
одних формул из других.

Алфавит исчисления высказываний (ИВ) состоит из тех
же символов, что и в алгебре высказываний (АВ), за исклю-
чением символов для обозначения постоянных высказываний.
Множество формул ИВ совпадает с множеством формул АВ,
не содержащих постоянных высказываний.

В качестве аксиом ИВ здесь приняты следующие формулы
(см. [14]):

I. 1) A → (B → A),
2) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)).

II. 1) AB → A,
2) AB → B,
3) (A → B) → ((A → C) → (A → BC)).

III.1) A → A ∨ B,
2) B → A ∨ B,
3) (A → C) → ((B → C) → (A ∨ B → C)).

IV.1) A → A,
2) A → A,
3) (A → B) → (B → A).

Система правил вывода ИВ состоит из одного правила, на-
зываемого правилом заключения (ПЗ) (или правилом «Modus
ponens») и записываемого в виде

A, A → B

B
.

Заметим, что в аксиомах и в ПЗ под A, B, C понимают-
ся любые формулы ИВ. В связи с этим их называют также
схемами аксиом и правила вывода.

Выводом формулы A из множества формул T называется
конечная последовательность формул A1, A2, . . . , An, в кото-
рой An = A, и каждая из формул Ai, i = 1, 2, . . . , n, является
или аксиомой, или формулой из T , или получается по правилу
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вывода из предыдущих формул. При этом формула A называ-
ется выводимой из системы T , что записывается в виде T � A
или

B1, B2, . . . , Bk � A,

если T = {B1, B2, . . . , Bk}. Формула A, выводимая из пусто-
го множества формул, называется доказуемой формулой, что
обозначается в виде � A.

Если

B1, B2, . . . , Bk � A,

то к системе правил вывода можно присоединить правило

B1, B2, . . . , Bk

A
.

Дополнительные правила вывода, построенные по указанной
схеме, будут называться вспомогательными.

Формулы ИВ называются равносильными, если любая одна
из них выводима из другой.

В построении выводов формул и в получении вспомога-
тельных правил вывода зачастую используется следующая

Теорема дедукции. Для произвольного множества формул
T и любой формулы A исчисления высказываний

T ∪ {A} � B ⇔ T � A → B.

Применив, для примера, эту теорему к аксиоме I.1), полу-
чим вспомогательное правило вывода

A

B → A
.

Для каждого логического исчисления принципиальное зна-
чение имеют три проблемы.

1. Проблема полноты, то есть достаточности для доказа-
тельства всех истинных утверждений той предметной
области, для которой строилось исчисление. Для ИВ
такой областью является АВ.

2. Проблема непротиворечивости, то есть невозможности
доказательства некоторой формулы и ее отрицания.
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3. Проблема разрешимости, то есть построения алгоритма,
позволяющего для любой формулы установить, доказу-
ема она или нет.

При решении некоторых вопросов о логических исчисле-
ниях используются их интерпретации. Под интерпретацией
произвольной системы формул T исчисления высказываний
понимают любую алгебру H с определенными на ней каким-
либо образом операциями ∧, ∨, →, ¯ и c 0-арной операцией
e, удовлетворяющую следующему условию: все формулы из
T принимают значение e при произвольной замене входящих
в них переменных элементами из H , и таким же свойством
обладают все формулы, выводимые из T .

Для ИВ положительное решение трех указанных проблем
легко следует из теоремы: формула ИВ доказуема тогда и
только тогда, когда она тождественно истинна в АВ. Из
этой теоремы видно, в частности, что АВ является интерпре-
тацией системы аксиом ИВ. Пользуясь этой теоремой, вопрос
о доказуемости формулы можно решить путем вычисления ее
значений в АВ. Однако этот путь для формул от большого
числа переменных может оказаться практически неосуществи-
мым. В то же время, построение доказательства формулы не
зависит от числа переменных и в некоторых случаях быст-
рее приводит к цели. Поэтому логические исчисления находят
применение на практике, и в частности при решении вопросов,
связанных с защитой информации. К тому же для некоторых
исчислений существуют программы автоматического доказа-
тельства формул.

Предлагаемые в данном параграфе упражнения нацелены
на выработку навыков построения доказательств, и поэтому
требуемые в них выводы и доказательства формул необходи-
мо строить по их определениям, не прибегая к помощи ука-
занной выше теоремы о доказуемости тождественно истинных
формул.

Задачи и упражнения

3.1. Для произвольных формул A, B доказать утвержде-
ния:

а) � A → A,
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б) � A ∨ A,
в) � AA → B.
3.2. Доказать, что система формул T противоречива (т. е.

T � A и T � A для некоторой формулы A) тогда и только
тогда, когда T � B для любой формулы B.

3.3. Доказать следующие вспомогательные правила выво-
да:

а) правило силлогизма:

A → B, B → C

A → C
;

б) правило умножения заключений:

A → B, A → C

A → BC
;

в) правило сложения посылок:

A → C, B → C

A ∨ B → C
;

г) правило контрапозиции:

A → B

B → A
.

3.4. Доказать следующие правила монотонности логиче-
ских операций (A, B, C, D — произвольные формулы ИВ):

a) A → B, C → D � AC → BD;
б) A → B, C → D � A ∨ C → B ∨ D;
в) A → B, C → D � (B → C) → (A → D).
3.5. Для формул A и B исчисления высказываний симво-

лом A ∼ B обозначается формула (A → B)(B → A). Формулы
A и B равносильны, если � A ∼ B.

1. Доказать, что введенное бинарное отношение ∼ являет-
ся отношением эквивалентности на множестве формул
исчисления высказываний.

2. Доказать, что все доказуемые формулы исчисления вы-
сказываний равносильны.

3.6. Доказать теорему равносильности для исчисления
высказываний: если некоторую подформулу B формулы A(B)
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заменить равносильной ей формулой B1, и при этом получится
формула A1(B1), то A1(B1) равносильна исходной формуле
A(B).

3.7. Установить следующие равносильности:
1) � AB ∼ BA;
2) � A ∨ B ∼ B ∨ A;
3) � (AB)C ∼ A(BC);
4) � (A ∨ B) ∨ C ∼ A ∨ (B ∨ C);
5) � A(B ∨ C) ∼ AB ∨ AC;
6) � A ∨ BC ∼ (A ∨ B)(A ∨ C);
7) � A(A ∨ B) ∼ A;
8) � A ∨ AB ∼ A;
9) � AA ∼ A;
10) � A ∨ A ∼ A;
11) � AB ∼ A ∨ B;
12) � A ∨ B ∼ A · B;
13) � (A → B) ∼ (B → A);

14) � A ∼ A;
15) � (A → B) ∼ (A ∨ B).
3.8. Две системы формул называются эквивалентными, ес-

ли все формулы каждой из них выводимы из другой системы.
Доказать, что приведенная выше система аксиом ИВ из [14]
эквивалентна приведенной в [8] системе, полученной заменой
аксиом IV.1) и IV.3) одной формулой

(A → B) → ((A → B) → A).

3.9. Доказать, что АВ является интерпретацией системы
аксиом ИВ, и вывести отсюда непротиворечивость ИВ.

3.10. Пусть H = {0, 1} — алгебра с операциями ∧, ∨,
→, ¯, где операция ∧ определена соотношением x ∧ y = y, а
остальные операции — как в алгебре высказываний.

1. Доказать, что алгебра H является интерпретацией си-
стемы формул, полученной удалением из системы акси-
ом ИВ одной лишь аксиомы II.1), причем роль элемента
e играет 1 (см. [14, c. 113]).

2. Пользуясь этой интерпретацией, доказать независимость
аксиомы II.1) от системы всех остальных аксиом ИВ.

3.11. Рассмотренным в задаче 3.10 методом доказать
независимость всей системы аксиом ИВ. Указание. Взять
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H = {0, 1} для аксиом групп II–IV, H = {0, 1, 2, 3} для ак-
сиомы I.1), H = {0, 1, 2} для аксиомы I.2). Для аксиомы I.1)
положить x ∧ y = min{x, y}, x ∨ y = max{x, y}, x̄ = 3 − x,
x → y = 0 при x > y и 3 в остальных случаях. Для аксиомы
I.2) положить x ∧ y = min{x, y}, x̄ = 2 − x, x ∨ y = x + y при
x, y ∈ {0, 1} и 2 в остальных случаях, 1 → 0 = 2 → 1 = 1,
2 → 0 = 0 и x → y = 2 в остальных случаях (см. [14, c. 113]).

§ 4. Предикаты и отношения

Пусть M — непустое множество. Под n-местным (или
n-арным) предикатом на множестве M понимают всякое пред-
ложение, которое содержит n различных переменных, прини-
мающих значения из M , и превращается в высказывание при
замене переменных произвольными элементами из M . Под
0-местными предикатами понимаются постоянные высказы-
вания.

Всякое подмножество R ⊆ Mn называется n-арным отно-
шением на M . По n-арному предикату p естественным обра-
зом определяется n-арное отношение R на M :

∀a1,a2,...,an ∈M : (a1,a2,...,an)∈R ⇔ p(a1,a2,...,an)=И.

Бинарное отношение R на множестве M называется ре-
флексивным, симметричным, антисимметричным, транзитив-
ным, если соответственно выполняются условия:

∀ a ∈ M : (a, a) ∈ R,

∀ a, b ∈ M : ((a, b) ∈ R) ⇒ ((b, a) ∈ R),

∀ a, b ∈ M : ((a, b) ∈ R) ∧ ((b, a) ∈ R) ⇒ (a = b),

∀ a, b, c ∈ M : ((a, b) ∈ R) ∧ ((b, c) ∈ R) ⇒ ((a, c) ∈ R).

Рефлексивное, транзитивное и симметричное отношение
на множестве M называется отношением эквивалентности
на M . Рефлексивное, транзитивное и антисимметричное от-
ношение на множестве M называется отношением частичного
порядка на M . Частичный порядок R на множестве M называ-
ется линейным порядком, если любые два элемента множества
M сравнимы по R, т. е. (a, b) ∈ R или (b, a) ∈ R для любых
a, b ∈ M .
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Задачи и упражнения

4.1. Сколько различных n-арных отношений (предикатов)
можно определить на m-элементном множестве? В частности,
найдите число различных бинарных отношений на множестве
из 4 элементов.

4.2. Выпишите отношения, соответствующие унарным пре-
дикатам на множестве M = {3, 4, 6, 7, 8}:

a) «x — простое число»;
б) «x — совершенное число (т. е. натуральное число, рав-

ное сумме всех своих собственных положительных де-
лителей)»;

в) «x есть степень простого числа»;
г) «x кратно 3»;
д) «x кратно 5»;
е) «x > 1».
4.3. На множестве M из задачи 4.2 выпишите бинарные

отношения, соответствующие предикатам:
a) «x1 = x2»;
б) «x1 < x2»;
в) «x1 | x2» (т. е. «x1 делит x2»);
г) «2x1 > x2

2»;
д) «(x1 − x2) — простое число»;
е) «(x1, x2) = 1» (т. е. «x1 и x2 взаимно просты»);
ж) «x1 �= x2».
4.4. Составьте таблицы истинности для всех предикатов

задач 4.2, 4.3.
4.5. Выпишите тернарные отношения на множестве M из

задачи 4.2, соответствующие тернарным предикатам:
a) «x1 < x2 < x3»;
б) «x1 + x2 � x3»;
в) «x1 + x2 = x3»;
г) «x1 · x2 = x3»;
д) «2x1 − x2 = x3».
4.6. Какие из отношений задачи 4.3 обладают свойством:
a) рефлексивности;
б) симметричности;
в) антисимметричности;
г) транзитивности?
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Какие из них являются отношениями эквивалентности и ка-
кие — отношениями частичного порядка?

4.7. Из заданных ниже бинарных отношений на множестве
целых чисел Z выделить отношения эквивалентности, отноше-
ния частичного порядка и отношения линейного порядка:

a) «x1 = x2»;
б) «x1 < x2»;
в) «x1 � x2»;
г) «x1 � x2»;
д) «x1 | x2»;
е) «(x1 − x2) кратно 5»;
ж) «|x1 − x2| � 5»;
з) «|x1| = |x2|»;
и) «x1 и x2 имеют один и тот же минимальный простой

делитель».
4.8. Используя предикат «x1 < x2» на множестве Q+ неот-

рицательных рациональных чисел и логические операции ∧,
∨, ¯, ∀, ∃ над предикатами, записать:

a) бинарные предикаты:

x1 � x2, x1 > x2, x1 = x2, x1 �= x2;

б) унарные предикаты:

x = 0, x > 0, x < 0;

в) 0-арные предикаты: «множествоQ+ не ограничено свер-
ху»; «множество Q+ ограничено снизу»; «множество Q+

плотно в себе».
4.9. Выяснить, какие операции над отношениями соответ-

ствуют операциям конъюнкции, дизъюнкции и отрицания над
предикатами.

4.10. Произведением бинарных отношений R1, R2 на мно-
жестве M называется бинарное отношение R на M , опреде-
ляемое условием:

(x, y) ∈ R ⇔ ∃z ∈ M : (x, z) ∈ R1, (z, y) ∈ R2.

1. Доказать, что множество R(M) всех бинарных отно-
шений на множестве M является полугруппой относи-
тельно операции умножения.
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2. Выяснить, является ли полугруппа R(M) коммутатив-
ной.

3. Показать, что полугруппа R(M) имеет единичный эле-
мент e и нулевой элемент θ, задаваемые условиями:

∀R ∈ R(M) : R · e = e · R = R; R · θ = θ · R = θ,

и найти эти элементы.
4. Найти все обратимые элементы полугруппы R(M).
4.11. Через предикаты бинарных отношений R1, R2 на

множестве M выразить предикаты произведений R1R2, R2R1,
R1R2R1, а также предикат отношения R−1

1 , если R1 обратим
в полугруппе R(M).

§ 5. Алгебра предикатов

Пусть M — непустое множество, F — конечное множество
символов операций, P — конечное множество символов пре-
дикатов на M и множество σ = F ∪ P не пусто. Алфавит σ
называют сигнатурой, а пару (M, σ) — алгебраической систе-
мой сигнатуры σ с основным множеством M . Алгебраическую
систему с пустым множеством F называют моделью. Алгебра-
ическая система (M, σ) называется конечной, если множество
M конечно.

Пусть X — счетное множество переменных (называемых
предметными) со значениями из множества M , F0 — алфавит
для обозначения 0-арных операций на M , F0 ⊆ F , P0 — ал-
фавит для обозначения 0-местных предикатов на M , P0 ⊆ P .
Определим понятие терма на системе (M, σ).

1. Каждый символ переменной из X или константы из F0

есть терм.
2. Если f — символ n-арной операции из F , и t1,

t2, . . . , tn — термы, то

f(t1, t2, . . . , tn)

есть терм.
3. Других термов нет.
Теперь определим понятие формулы алгебры предикатов

сигнатуры σ, а также свободные и связанные вхождения пе-
ременных в формулу.
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1. Любой символ 0-местного предиката из P0 есть форму-
ла.

2. Если p — символ n-местного предиката из P , а t1,
t2, . . . , tn — термы, то p(t1, t2, . . . , tn) — формула. Все
вхождения переменных в p(t1, t2, . . . , tn) называются
свободными.

3. Если A и B — формулы, то

(A) ∧ (B), (A) ∨ (B), (A) → (B), (A)

также являются формулами. В них каждое вхождение
переменной является вхождением в формулу A или B и
считается таким же (свободным или связанным), каким
оно было соответственно в A или B.

4. Если A — формула, в которой есть свободное вхождение
переменной xi, то ∀xi(A) и ∃xi(A) являются формула-
ми, в которых все вхождения переменных, отличных от
xi, называются так же, как и в A, а все вхождения пере-
менной xi называются связанными. При этом формула
A называется областью действия записанного перед ней
квантора ∀ или ∃ по переменной xi.

5. Других формул нет.
Формулы, определенные в пунктах 1 и 2, называются эле-

ментарными. Формулы, не содержащие свободных вхождений
переменных, называются замкнутыми.

Введем понятие подформулы формулы алгебры предикатов.
1. Подформулой элементарной формулы A называется

лишь сама формула A.
2. Подформулами любой формулы вида

(A) ∧ (B), (A) ∨ (B), (A) → (B)

называются сама эта формула и все подформулы формул
A и B.

3. Подформулами любой из формул

(A), ∀xi(A), ∃xi(A)

называются сама эта формула и все подформулы фор-
мулы A.
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Если x1, . . . , xn — суть все переменные, имеющие свобод-
ные вхождения в формулу A сигнатуры σ, то при их замене
соответственно элементами a1, . . . , an алгебраической систе-
мы (M, σ) получится вполне определенное высказывание о
системе (M, σ). Его значение («И» или «Л») называют значе-
нием формулы A при указанном наборе значений переменных
x1, . . . , xn.

Формулу A сигнатуры σ называют выполнимой на алгеб-
раической системе (M, σ), если она принимает значение «И»
хотя бы при одном наборе значений переменных, имеющих
свободные вхождения в A. В противном случае формула A
называется ложной на (M, σ). Формула A называется истин-
ной на (M, σ), если она принимает значение «И» при любых
наборах значений переменных, имеющих свободные вхожде-
ния в A. Формула алгебры предикатов сигнатуры σ называ-
ется выполнимой, тождественно истинной или тождественно
ложной, если она соответственно выполнима хотя бы на одной
алгебраической системе, истинна на всех системах или ложна
на всех системах сигнатуры σ.

Формулы A и B сигнатуры σ называются эквивалентными
на алгебраической системе (M, σ), если они принимают оди-
наковые значения при любом наборе значений переменных,
имеющих свободные вхождения в A или в B. Формулы A и
B сигнатуры σ называются эквивалентными, если они экви-
валентны на любой алгебраической системе сигнатуры σ.

Формула алгебры предикатов называется приведенной, ес-
ли в ней не используется операция →, а отрицание или не ис-
пользуется совсем, или относится лишь к элементарным под-
формулам. Предваренной формулой алгебры предикатов назы-
вается любая формула вида

δ1xi1δ2xi2 . . . δkxik
A,

где δ1, δ2, . . . , δk — кванторы, xi1 , . . . , xik
— попарно разные

переменные из множества X , A – приведенная формула, не
содержащая кванторов. Для всякой формулы A алгебры пре-
дикатов существует эквивалентная ей предваренная формула.

Пусть x ∈ X , A — формула, а t — терм сигнатуры σ. Будем
говорить, что терм t свободен для переменной x в формуле A,
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если никакое свободное вхождение переменной x в формулу
A не лежит в области действия кванторов по переменным,
имеющим вхождения в терм t.

Пусть (M, σ) и (M1, σ) — алгебраические системы сигна-
туры σ с основными множествами M и M1 соответственно.
Биективное отображение α : M → M1 называется изоморфиз-
мом алгебраической системы (M, σ) на (M1, σ), если

α(f(a1, . . . , an)) = f(α(a1), . . . , α(an)) и

p(b1, . . . , bm) = И⇔ p(α(b1), . . . , α(bm)) = И.

для любых предиката p и операции f из σ, и элементов
a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ M.

По известной теореме А. Черча не существует алгоритма,
позволяющего распознавать тождественную истинность или
ложность произвольно заданной формулы алгебры предика-
тов. В связи с этим представляется особенно важным извест-
ный алгоритм, называемый методом резолюций, позволяющий
доказывать тождественную истинность замкнутой формулы
алгебры предикатов в том случае, когда она действительно
тождественно истинна. В противном случае алгоритм работа-
ет бесконечно. Приведем схему этого алгоритма (см. [17]).

Пусть A — замкнутая формула. Для доказательства ее
истинности достаточно доказать невыполнимость ее отрица-
ния A. Для этого поступаем следующим образом.

1. Находим для A предваренную форму A1.
2. Приводим бескванторную часть формулы A1 к КНФ без

одинаковых сомножителей и без повторяющихся эле-
ментарных формул в сомножителях.

3. Приводим полученную формулу к стандартной форме
Сколема S, т. е. к формуле, не содержащей кванто-
ров ∃ (путем введения дополнительных функциональ-
ных символов). Она также будет предваренной, а ее бес-
кванторная часть будет являться КНФ, т. е. иметь вид
C1, . . . , Cr, где Ci — дизъюнкции элементарных фор-
мул или их отрицаний, называемых общим термином —
литералы. Литералы называются противоположными,
если один из них является отрицанием другого. Сами
формулы Ci называются дизъюнктами. Не теряя общ-
ности, можно считать, что все дизъюнкты различны и
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не содержат равных или противоположных литералов.
Нетрудно доказать, что A невыполнима тогда и только
тогда, когда невыполнима S.

4. В последовательности C1, . . . , Cr ищем такие дизъюнк-
ты Ci, Cj , из которых после замен некоторых пред-
метных переменных какими-либо термами получатся
дизъюнкты D1, D2 с противоположными литералами.
Дизъюнкцию всех других литералов из D1, D2, взятых
по одному разу, называют резольвентой дизъюнктов
Ci, Cj . Обозначим ее через Cr+1 и присоединим к по-
следовательности C1, . . . , Cr. Далее ту же процедуру
применяем к последовательности C1, . . . , Cr, Cr+1 и т. д.,
пока не получим противоположные литералы. Известно,
что такое событие произойдет, если формула невыпол-
нима, т. е. если A тождественно истинна.

Для примера найдем резольвенту дизъюнктов

C1 = P (x)∨Q(f(x))∨R(y, g(z)), C2 = R(x, y)∨T (y)∨Q(x).

Заменяя в C2 предметную переменную x на терм f(x), полу-
чим резольвенту P (x)∨R(y, g(z))∨R(f(x), y)∨T (y). Заменяя
в C1 y на x, а в C2 y на g(z), получим еще одну резольвенту
P (x) ∨ Q(f(x)) ∨ T (g(z)) ∨ Q(x).

Заметим, что формулы алгебры высказываний можно рас-
сматривать как формулы алгебры предикатов в сигнатуре, со-
стоящей лишь из 0-местных предикатов. Поэтому к ним также
применим метод резолюций. При этом алгоритм существенно
упрощается. Полностью отпадают пункты 1 и 3, а в пункте 4
не требуется делать замены переменных.

Всюду ниже через N0 обозначается алгебраическая систе-
ма с основным множеством N0 и с сигнатурой σ = {+, · , 0, 1,
=, <}, а через Zm — алгебраическая система с основным мно-
жеством {0, 1, . . . , m − 1} и с сигнатурой σ1 = {+, · , 0, 1, =},
где «+», «·» — сложение и умножение чисел с последующей
заменой результата остатком от деления на m. Через J обозна-
чим модель с основным множеством M точек и прямых неко-
торой фиксированной плоскости π и сигнатурой σ2 = {T, L, I},
где T — предикат, выделяющий в M точки:

T (x) =

{
И, если x — точка,

Л — в противном случае,
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L — предикат, выделяющий в M прямые:

L(x) =

{
И, если x — прямая,

Л — в противном случае,

а I — предикат инцидентности:

I(x, y) =

{
И, если x и y имеют общую точку,

Л — в противном случае.

В тех случаях, когда f — символ бинарной операции, усло-
вимся при определении терма вместо f(t1, t2) писать t1ft2,
например, t1 + t2, t1 · t2 (или, короче, t1t2). Аналогичные со-
глашения примем и о бинарных предикатах =, <. В записях
формул будем использовать все соглашения о сокращении чис-
ла скобок, принятые в алгебре высказываний, и, кроме того, в
записях термов операцию умножения будем считать сильнее
операции сложения.

Задачи и упражнения

5.1. Дайте строгое индуктивное определение значения тер-
ма на произвольной алгебраической системе при любых фик-
сированных значениях содержащихся в его записи предмет-
ных переменных. Тем самым с каждым термом будет сопостав-
лена функция — функция, определенная или заданная термом.

5.2. Какие функции на N0 могут быть заданы всеми тер-
мами; термами, не содержащими 0; не содержащими 1; не со-
держащими 0 и 1; не содержащими символа умножения?

5.3. Ответить на те же вопросы, что и в задаче 5.2, для
алгебраической системы Zm, в частности, при простом m.

5.4. Выяснить, какие из следующих выражений являют-
ся формулами алгебры предикатов на алгебраической систе-
ме N0:

а) ∃x1(x1 + x2 < x1 + 1) ∧ ∀x1(x1 + x2);
б) ∀x1((x2 = 1) → ∃x1(x2 < x1x2));
в) ∃x1(x1 < x2) ∧ ∀x1(x1 + 0 = x1).
5.5. Определить, какие вхождения предметных перемен-

ных являются свободными и какие — связанными в следую-
щих формулах. Какие из указанных формул замкнуты?

a) (x1 < x2) ∧ (x2 < x3) → (x3 = x1x2);
б) ∀x1x2x3((x1 < x2) ∧ (x2 < x3) → (x3 = x1x2));
в) ∃x1x2x3((x1 < x2) ∧ (x2 < x3) → (x3 = x1x2));
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г) (x1 < x2) ∧ (x2 < x3) → ∃x1x3(x3 = x1x2);
д) ∀x1x2((x1 < x2) ∧ (x2 < x3)) → ∃x3(x3 = x1x2).
5.6. Дать строгое индуктивное определение значения фор-

мулы на алгебраической системе соответствующей сигнатуры.
5.7. Выяснить, какие из формул задачи 5.5 выполнимы,

какие — истинны, а какие ложны на алгебраической систе-
ме N0.

5.8. Выполнимы, истинны или ложны на алгебраических
системах N0 и Zm формулы:

a) ∃x3(x2 = x1 + x3) → ∃x4(x1 = x2 + x4);
б) ∀x3(x2 = x1 + x3) → ∀x4(x1 = x2 + x4);
в) ∃x3((x2 = x1 + x3) ∧ x1 = x2) → ∃x4(x1 = x2 + x4)?
5.9. Выполнимы, истинны или ложны на модели J

формулы:
a) ∀x∃y(T (x)L(y) → I(x, y));
б) ∃x(T (x)L(y)I(x, y));
в) ∀x, y(T (x)L(y) → I(x, y))?
5.10. Пусть α — изоморфизм алгебраической системы

(M, σ) на алгебраическую систему (M1, σ). Индукцией по ран-
гу формулы A(x1, . . . , xn) показать, что

A(a1, . . . , an) = И ⇔ A(α(a1), . . . , α(an)) = И

при любых ai ∈ M , i = 1, 2, . . . , n.
5.11. Доказать, что множества выполнимых (истинных)

формул на двух изоморфных алгебраических системах (M, σ)
и (M1, σ) совпадают.

5.12. Каждую формулу алгебры предикатов на алгебраиче-
ской системе A можно считать предикатом на A, зависящим
от предметных переменных, имеющих свободные вхождения
в эту формулу. Записать формулами следующие предикаты
на N0:

a) «x — четное число»;
б) «x — нечетное число»;
в) «x — простое число»;
г) «x1 и x2 являются простыми числами — близнецами»;
д) «число x1 делит число x2»;
e) «x3 является наибольшим общим делителем чисел x1

и x2»;
ж) «x3 — наименьшее общее кратное чисел x1 и x2».
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5.13. Записать формулами следующие предикаты на алгеб-
раической системе Zm:

a) «x — обратимый элемент»;
б) «x — делитель нуля»;
в) «x — идемпотент»;
г) «x и y — ортогональные идемпотенты» (т. е. x и y —

идемпотенты со свойством xy = 0).
5.14. Пусть I1, I2 — подмножества в Zm. Определим од-

номестные предикаты R1, R2 на Zm, положив

Ri(x) = И ⇔ x ∈ Ii, i = 1, 2.

Записать формулами следующие высказывания:
a) «Ii — идеал в Zm, i = 1, 2»;
б) «I2 < I1»;
в) «I1 — простой идеал»;
г) «Zm = I1 + I2»;
д) «Zm = I1 +̇ I2»;
е) «Zm/I1 — факторкольцо»;
ж) «Zm/I1 — поле» (напомним, что это свойство является

критерием максимальности идеала I1 в Zm).
5.15. Записать формулами следующие предикаты на алгеб-

раической системе J:
a) «x — прямая»;
б) «x и y — совпадающие точки»;
в) «прямые x и y пересекаются ровно в одной точке»;
г) «x и y — совпадающие прямые»;
д) «x и y — параллельные прямые».
5.16. Записать формулами следующие высказывания об

алгебраической системе N0:
a) «существует бесконечно много простых чисел»;
б) «всякое число из N можно представить в виде суммы

двух квадратов»;
в) «существует наибольшее натуральное число»;
г) «всякое число из N можно представить в виде суммы

четырех квадратов».
Какие из приведенных утверждений истинны?

5.17. Записать формулами следующие высказывания об ал-
гебраической системе Zm:
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a) «Zm является полем»;
б) «Zm не является полем»;
в) «множество Zm конечно»;
г) «множество Zm бесконечно».

Какие из этих высказываний истинны?

5.18. Записать формулами следующие высказывания об ал-
гебраической системе J:

a) «через две произвольные различные точки можно про-
вести единственную прямую»;

б) «две различные прямые могут иметь не более одной об-
щей точки»;

в) «для любых точек x, y и z существует содержащая их
прямая»;

г) «через точку, взятую вне прямой, можно провести пря-
мую, параллельную данной, и притом только одну».

Какие из этих высказываний истинны?

5.19. Записать формулами следующие хорошо известные
проблемы теории чисел:

а) проблема близнецов: «Существует бесконечно много
пар простых чисел — близнецов»;

б) проблема Гольдбаха-Эйлера: «Всякое четное нату-
ральное число, большее 2, есть сумма двух простых
чисел».

5.20. Записать формулами в подходящей сигнатуре следу-
ющие утверждения:

a) «число A является пределом последовательности {an}
действительных чисел»;

б) «число A не является пределом последовательности {an}
действительных чисел»;

в) условие равномерной непрерывности функции f(x) на
отрезке [a, b];

г) условие отсутствия свойства равномерной непрерывно-
сти функции f(x) на отрезке [a, b];

д) критерий Коши сходимости числовой последовательно-
сти {an};

e) критерий взаимной простоты двух целых чисел;
ж) критерий для непустого подмножества группы быть под-

группой.
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5.21. Доказать, что следующая формула ложна на всех
конечных моделях, но является выполнимой:

∀x1∃x2p(x1, x2) ∧ ∀x1p(x1, x1)∧
∧ ∀x1x2x3(p(x1, x2) ∧ p(x2, x3) → p(x1, x3)).

5.22. Доказать, что следующие формулы истинны на всех
конечных моделях, но не тождественно истинны:

a) ∃x1 ∀x2 ∃x3 ((p(x2, x3) → p(x1, x3)) → (p(x1, x1) →
→ p(x2, x1)));

б) ∀x1x2x3(p(x1, x1) ∧ (p(x1, x3) → p(x1, x2) ∨ p(x2, x3)) →
→ ∃x1∀x2p(x1, x2)).

5.23. Какие из следующих формул алгебры предикатов вы-
полнимы, какие — тождественно истинны, а какие — тожде-
ственно ложны (при любых формулах A, B, C):

a) ∃x∀yA(x, y) → ∀y∃xA(x, y);
б) ∀y∃xA(x, y) → ∃x∀yA(x, y);
в) (∀xB(x) → C(x)) ∧ ∃xB(x) ∧ ∀xC(x)?
5.24. Доказать следующие эквивалентности формул ал-

гебры предикатов при условии, что B не содержит свободных
вхождений x, а δ — любой из кванторов:

a) B → δxA(x) ≡ δx(B → A(x));
б) δxA(x) → B ≡ δ∗x(A(x) → B), где δ∗ — квантор, двой-

ственный к δ.
Верны ли эти эквивалентности при любой B?

5.25. Записать в виде формул в подходящих сигнатурах
аксиомы:

a) полугруппы;
б) группы;
в) коммутативной группы;
г) упорядоченной абелевой группы;
д) кольца;
е) коммутативного кольца с единицей.
5.26. Для формул алгебры предикатов фиксированной сиг-

натуры σ можно сформулировать три проблемы:
1) проблема распознавания выполнимости формул;
2) проблема распознавания тождественной истинности

формул;
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3) проблема распознавания тождественной ложности
формул.

Проблема 1) формулируется следующим образом. Найти
алгоритм, который позволял бы для любой формулы алгебры
предикатов сигнатуры σ выяснять, выполнима она или нет.
Сходным образом формулируются проблемы 2) и 3). Дока-
зать, что проблемы 1)–3) эквивалентны, т. е. из существо-
вания алгоритма для решения любой одной из них следует
существование алгоритма для решения двух других. В связи
с этим каждая из них носит одно и то же название проблемы
разрешимости алгебры предикатов.

5.27. Известно, что проблема разрешимости алгебры пре-
дикатов не разрешима, т. е. не существует общего алгорит-
ма для распознавания выполнимости любой формулы алгебры
предикатов. Однако такой алгоритм может существовать для
отдельных классов формул. Доказать, что проблема разреши-
мости для алгебры одноместных предикатов (т. е. когда сиг-
натура σ состоит лишь из символов одноместных предикатов)
разрешима.

5.28. Указать алгоритм, позволяющий для любой формулы
алгебры предикатов сигнатуры σ распознавать, выполнима она
или нет на заданной конечной алгебраической системе.

5.29. Пусть

A = ∀x1, . . . ,xnA1(x1, . . . ,xn); B = ∃x1, . . . ,xnB1(x1, . . . ,xn) −
формулы сигнатуры σ, не содержащей символов операций, а
A1, B1 — бескванторные формулы. Доказать:

a) A тождественно истинна тогда и только тогда, когда она
истинна в любой модели из n объектов;

б) B тождественно истинна тогда и только тогда, когда
она истинна в любой одноэлементной модели.

5.30. Проверить на выполнимость и на тождественную ис-
тинность формулу A и ее отрицание:

a) A = ∀x∃y((p1(x) → p2(y)) ∧ (p1(x) ∨ p3(y)) ∧ p1(y) ∧
∧p2(x) ∧ p3(y));

б) A = ∀x∃y∀z((p1(x)∨p2(y)∧p3(z))∧p1(x)∧p3(z) → p1(y)).
5.31. В случае выполнимости какой-либо формулы из за-

дачи 5.30 построить модель наименьшего порядка, на которой
выполнима эта формула.

 

                             1 / 11



Математическая логика 35

5.32. Является ли терм t свободным для x в формуле A:
a) t = x1x3, x = x2, A = ∀x1(x1 < x2);
б) t = x2 + x3, x = x1, A = ((x1 < x2) → ∃(x2 = x3)) ?
5.33. Доказать, что
a) терм, не содержащий переменных, свободен для любой

переменной в любой формуле;
б) терм x свободен для x в любой формуле;
в) если A не содержит свободных вхождений x, то любой

терм свободен для x в A.
5.34. Пусть A(x) — формула, не содержащая свободных

вхождений y, и y свободен для x в A(x), а A(y) — форму-
ла, полученная из A(x) заменой всех свободных вхождений x
на y. Тогда имеет место эквивалентность

δxA(x) ≡ δyA(y),

где δ — квантор ∀ или ∃ (см. [6]). Привести примеры, по-
казывающие, что нарушение перечисленных условий может
привести к нарушению данной эквивалентности.

5.35. Доказать эквивалентность формул алгебры преди-
катов

(A ∨ B)(Ā ∨ C) ≡ (A ∨ B)(Ā ∨ C)(B ∨ C)

(формула B ∨ C называется резольвентой формул A ∨ B и
Ā ∨ C).

5.36. Доказать, что, используя эквивалентность из преды-
дущей задачи, любую КНФ формулы A алгебры высказываний
можно привести к формуле, замкнутой относительно резоль-
вент, т. е. к резолюции формулы A.

5.37. Доказать, что формула A алгебры высказываний вы-
полнима тогда и только тогда, когда в ходе построения резо-
люции формулы Ā встретится КНФ с сомножителями вида
z и z̄.

5.38. Проверить выполнимость формул алгебры высказы-
ваний методом резолюций:

а) (z1∨z2∨z3)(z1∨z2∨z4)(z̄1∨ z̄3)(z̄1∨z3∨z4)(z1∨z3∨ z̄4) ·
·(z̄1 ∨ z2 ∨ z̄4)(z̄2 ∨ z̄3 ∨ z̄4)(z1 ∨ z̄2 ∨ z5)(z̄3 ∨ z4 ∨ z5);

б) (z2∨z̄4∨z5)(z3∨z4∨z̄5)(z̄1∨z̄3∨z̄4)(z̄2∨z3∨z̄6)(z1∨z4∨z̄5)·
·(z̄2∨z5∨ z̄4)(z̄2∨z3∨ z̄6)(z̄1∨z3)(z̄4∨z5∨z6)(z̄2∨z5∨ z̄6);
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в) (z1∨z̄4∨z5)(z1∨z2∨z̄3)(z̄3∨z̄4∨z̄5)(z̄2∨z3∨z̄5)(z2∨z4∨z̄5)·
·(z̄2 ∨ z3 ∨ z5)(z̄2 ∨ z̄4)(z2 ∨ z3 ∨ z̄5)(z2 ∨ z3 ∨ z4);

г) (z1∨z̄3∨z5)(z̄1∨z3∨z5)(z̄1∨z̄3∨z4)(z3∨z4∨z5)(z1∨z3∨z4)·
·(z̄1 ∨ z̄4 ∨ z̄5)(z̄3 ∨ z̄5)(z2 ∨ z̄3 ∨ z̄4)(z1 ∨ z2 ∨ z̄5).

5.39. Для следующих формул алгебры предикатов найти
эквивалентные им приведенные и предваренные формулы:

a) ∀x∃y(p1(x) → p2(y, z)) → ∃x∀z(p2(x, z) ∧ p1(y));
б) ∃xp1(x) → ∀x(∀zp2(x, z) → ∀yp3(y));
в) (∃xp1(x, y) → ∀zp2(x, z)) → (∃zp3(z, x) → ∀xp2(x, z));
г) (∀xp1(x, y) → ∃zp2(y, z)) ∧ (∀xp3(z, x) → ∀zp1(x, z));
д) (∀x∃zp1(x, y, z) → p2(x)) ∨ (∀xp3(x, y) → p2(x)) ∧ p2(z).

5.40. Привеcти к стандартной сколемовской форме следу-
ющие формулы:

а) (∀zB(b,z,z)∨∃vĀ(b,v,b))∧(∀uB(u,u,a)∨∀y∀zA(y,y,z))→
→ ∃wB(w, c, w) ∧ ∃uA(u, u, u) ∧ ∃w∀uB(b, u, w) ∧
∧∃z∀xB(x, c, z);

б) (∃x∀zB(x, b, z) → ∀wA(w, b, w)) ∧ (∃x∀zA(x, z, z) ∨
∨∀xB(a, x, x) ∨ ∀uA(a, b, u)) → ∃v∀wA(v, b, w) ∧
∧∃u∀vB(u, v, v) ∧ ∃uA(a, u, c) ∧ ∀u∃zB(u, b, z) ∧
∧∃x∀zA(x, b, z);

в) (∀y∀zA(a, y, z) ∨ ∀v∃wA(w, v, v)) ∧ (∀x∀zB(x, a, z) ∨
∨∀xB(x, c, a)) → ∃u∀zA(u, z, c) ∧ ∃xB(x, x, a) ∧
∧∃yB(b, y, b) ∧ ∃yB̄(c, y, a).

5.41. Применить метод резолюций к доказательству тож-
дественной истинности формулы A:

а) A = ∀x∃y∃z(p1(x, y) ∧ p2(z) ∧ p3(y) ∨ (p3(z) →
→ p1(x, z) ∧ p2(y)));

б) A = ∃x∃y∀z(p1(x, y) ∧ p2(z) ∧ p3(y) ∨ p1(x, y) ∧
∧ p2(y) ∨ p1(y, z) ∨ p3(z) ∨ p4(y)).

5.42. [17] Таможенные чиновники обыскивают каждого,
кто въезжает в страну, кроме высокопоставленных лиц. Неко-
торые люди, способствующие провозу наркотиков, въезжали в
страну и были обысканы исключительно людьми, также спо-
собствующими провозу наркотиков. Никто из высокопостав-
ленных лиц не способствовал провозу наркотиков. Следует
ли отсюда, что некоторые из таможенников способствовали
провозу наркотиков?
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§ 6. Исчисление предикатов

Исчисление предикатов (ИП), как и любое логическое ис-
числение, определяется алфавитом, правилами образования
формул, аксиомами и правилами вывода (см. § 3). ИП, по
существу, является аксиоматическим представлением алгебры
предикатов (АП). Поэтому его алфавит, как и в АП, состо-
ит из символов логических операций ∧,∨,→,¯, ∀, ∃, символов
предметных переменных, обозначаемых буквами x, y, z, . . . без
индексов и с индексами, наборов функциональных символов
F и предикатных символов P . Непустое множество σ = F ∪P
называется сигнатурой ИП. При фиксированной сигнатуре σ
мы получаем ИП сигнатуры σ. Понятия терма и формулы ИП
сигнатуры σ определяются точно так же, как и в алгебре
предикатов сигнатуры σ (см. § 5). При этом роль предмет-
ных констант играют символы 0-арных операций из F , если
они есть.

Заметим, что в принятом нами определении формулы на-
вешивать квантор по переменной разрешается лишь в том
случае, когда в области его действия эта переменная имеет
свободные вхождения. Чтобы подчеркнуть, что в формуле A
имеются свободные вхождения букв x1, x2, . . . , xn, будем за-
писывать ее в виде A(x1, x2, . . . , xn). Формула, не содержа-
щая свободных вхождений предметных переменных, называ-
ется замкнутой.

Далее будем считать сигнатуру произвольной фиксирован-
ной, и ИП сигнатуры σ будем называть просто ИП.

В качестве аксиом ИП выберем аксиомы групп I–IV ИВ
(см. § 3) при условии, что в них A, B, C могут быть лю-
быми формулами ИП, и к ним добавим две новые аксиомы,
составляющие группу V.

V. 1) ∀xA(x) → A(t);
2) A(t) → ∃xA(x),

где A(x) — формула, содержащая свободные вхождения x, а
A(t) — формула, полученная из A(x) заменой всех свободных
вхождений x термом t, свободным для x в A(x) (терм t сво-
боден для x в A(x), если ни одно свободное вхождение x в
формуле A(x) не находится в области действия квантора по
переменной из t).
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В качестве правил вывода ИП обычно используются пра-
вила заключения, ∀-введения и ∃-удаления, записываемые со-
ответственно в виде

A, A → B

B
,

B → A

B → ∀xA
,

A → B

∃xA → B
.

При этом в правилах ∀-введения и ∃-удаления предполагается,
что A содержит свободные вхождения x, а B — нет.

Выводимость формулы из формул, доказуемость формулы
и равносильность формул в ИП определяются и обозначаются
так же, как и в ИВ.

Так как схемы аксиом и правил вывода ИВ сохраняются
в ИП, то все выводы и доказательства формул в ИВ могут
быть повторены и для формул ИП без использования аксиом
группы V и правил ∀-введения и ∃-удаления. Поэтому в ИП
имеют место все вспомогательные правила вывода из ИВ, и
ими можно пользоваться при выводах и доказательствах фор-
мул в ИП.

К сожалению, теорема дедукции в общем виде не имеет
места в ИП. Поэтому здесь мы ограничимся использованием
лишь частного случая.

Теорема об ограниченной дедукции: для произвольного
множества формул T , любой формулы B и всякой замкнутой
формулы A

T ∪ {A} � B ⇔ T � A → B.

Интерпретацией ИП сигнатуры σ = F∪P называют любую
алгебраическую систему H сигнатуры σ. Подчеркнем, что ес-
ли f ∈ F , p ∈ P , то для ИП f и p являются просто символами,
используемыми для построения формул, а для H это обозна-
чение операции и предиката соответствующих арностей.

Нетрудно доказать, что любая доказуемая формула ИП яв-
ляется тождественно истинной в каждой его интерпретации,
т. е. в АП. Отсюда, в частности, следует непротиворечивость
ИП. Обратное утверждение доказывается более сложно и со-
ставляет содержание известной теоремы Геделя о полноте ИП
относительно АП. Таким образом, проблема разрешимости
ИП совпадает с проблемой разрешимости АП. Эта проблема
при незначительном ограничении на сигнатуру отрицательно
решена А. Черчем в 1935 г.
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Задачи и упражнения

6.1. Доказать следующие утверждения, пользуясь лишь
определением выводимости формул в исчислении предикатов:

а) A(x, y) � ∃xA(x, y);
б) A(x, y) � ∀xA(x, y);
в) ∃x∀yA(x, y) � ∀y∃xA(x, y).
6.2. Доказать, что любая доказуемая формула ИП являет-

ся тождественно истинной в АП.
6.3. Доказать, что ИП непротиворечиво.
6.4. Привести подробное доказательство следующего

утверждения: любое вспомогательное правило вывода ИВ (см.
§ 3) имеет место и в ИП.

6.5. Доказать, что для любого множества формул T и для
любых формул A, B

T � A → B ⇒ T ∪ {A} � B.

Построить пример, опровергающий обратное утверждение.
6.6. Привести подробное доказательство теоремы об огра-

ниченной дедукции.
6.7. Пусть S � A(x), буква x не входит в формулы из S,

а буква y отсутствует в выводе формулы A(x) из S. Дока-
зать, что S � A(y), где A(y) получена из A(x) заменой всех
свободных вхождений x на y.

6.8. Пусть A(x) — доказуемая формула исчисления преди-
катов, содержащая свободные вхождения x и не содержащая
свободных вхождений y, причем терм y свободен для x в A(x).
Показать, что формула A(y), полученная из A(x) заменой всех
свободных вхождений x на y, доказуема.

6.9. Построить выводы в исчислении предикатов:
а) ∀x∀yP (x, y) � ∃x∃yP (x, y);
б) ∃xA(x) → ∀xB(x) � ∀x(A(x) → B(x));
в) ∃xP (x, x) � ∃x∃yP (x, y);
г) ∀x∀yP (x, y) � ∀xP (x, x);
д) ∃x(A(x) → B(x)) � ∀xA(x) → ∃xB(x).
6.10. Доказать следующие правила монотонности опера-

ций ∀ и ∃: если A и B содержат свободные вхождения пере-
менной x, то

A → B � ∀xA → ∀xB и A → B � ∃xA → ∃xB.
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6.11. Для формул A и B исчисления предикатов символом
A ∼ B обозначается формула (A → B)(B → A). Формулы A
и B назовем равносильными, если � A ∼ B.

1. Доказать, что введенное бинарное отношение являет-
ся отношением эквивалентности на множестве формул
исчисления предикатов.

2. Доказать, что любые две доказуемые формулы исчисле-
ния предикатов равносильны.

6.12. Доказать теорему равносильности для исчисления
предикатов: если некоторую подформулу B формулы A(B) за-
менить равносильной ей формулой B1, и при этом получится
формула A1(B1), то A1(B1) равносильна исходной формуле
A(B).

6.13. Установить следующие равносильности:

1) � δxδyA ∼ δyδxA, где δ — квантор ∀ или ∃ ;
2) � δxA ∼ δ∗xA, где δ — квантор ∀ или ∃, а δ∗ — квантор,

двойственный к δ;
3) � ∀x(A ∧ B) ∼ ∀xA ∧ ∀xB;
4) � ∃x(A ∨ B) ∼ ∃xA ∨ ∃xB;
5) � δx(A ◦B) ∼ δxA ◦B, где δ — квантор ∀ или ∃, «◦» —

операция ∧ или ∨ и формула B не содержит свободных
вхождений x.

6.14. Пусть A, B, C — произвольные формулы исчисления
предикатов. Доказуемы ли в исчислении предикатов следую-
щие формулы:

а) ∃xA(x) → ∀xA(x), где A(x) — формула, содержащая
свободные вхождения переменной x;

б) ∃xA(x) → ∀xA(x), где A(x) — формула, содержащая
свободные вхождения переменной x;

в) ∃x∀yB(x, y) → ∀y∃xB(x, y), где B(x, y) — формула, со-
держащая свободные вхождения x и y;

г) (A → B(x)) → (A → ∀xB(x)), где A — формула, не
содержащая свободных вхождений x.

6.15. Непротиворечивое логическое исчисление называет-
ся полным в узком смысле, если добавление к его системе
аксиом любой недоказуемой формулы приводит к противоре-
чивому исчислению, и неполным в противном случае. Дока-
зать, что исчисление предикатов неполно в узком смысле.
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§ 7. Аксиоматическое построение арифметики

натуральных чисел

Аксиоматически ряд натуральных чисел определяется как
любое множество N с отношением «следовать за», удовлетво-
ряющим условиям, называемым аксиомами Пеано.

1. Существует элемент множества N, не следующий ни за
каким элементом из N (один из них назовем единицей
и обозначим 1).

2. Для каждого элемента a ∈ N существует единствен-
ный элемент, следующий за a (будем обозначать его
через a′).

3. Для каждого элемента a ∈ N существует не более од-
ного элемента, за которым следует a, то есть из b′ = c′

следует b = c.
4. Если M есть подмножество множества N, удовлетворя-

ющее условиям:
а) 1 ∈ M ;
б) из a ∈ M следует a′ ∈ M для любого a ∈ M , —

то M = N.
Сложение и умножение натуральных чисел определяются

индуктивно, формулами:

a + 1 = a′, a + b′ = (a + b)′, a · 1 = a, a · b′ = a · b + a.

Аксиома 4 системы Пеано называется аксиомой полной ма-
тематической индукции. Она является одним из главных ин-
струментов доказательства свойств натуральных чисел.

Задачи и упражнения

7.1. Записать аксиомы арифметики натуральных чисел с
помощью формул алгебры предикатов.

7.2. Доказать независимость системы аксиом Пеано для
арифметики натуральных чисел.

7.3. Используя стандартные обозначения для натуральных
чисел

1; 1′ = 2; 2′ = 3; 3′ = 4; . . .

и индуктивные определения операций сложения и умножения
натуральных чисел, составить таблицы сложения и умноже-
ния чисел 1, 2, 3, 4.
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7.4. Доказать свойство ассоциативности сложения нату-
ральных чисел:

∀ a, b, c ∈ N : (a + b) + c = a + (b + c).

7.5. Доказать свойство коммутативности сложения нату-
ральных чисел:

∀ a, b ∈ N : a + b = b + a.

7.6. Доказать свойство коммутативности умножения нату-
ральных чисел:

∀ a, b ∈ N : ab = ba.

7.7. Доказать свойства дистрибутивности умножения от-
носительно сложения для натуральных чисел:

∀ a, b, c ∈ N : a(b + c) = ab + ac;

∀ a, b, c ∈ N : (a + b)c = ac + bc.

7.8. Доказать свойство ассоциативности умножения нату-
ральных чисел:

∀ a, b, c ∈ N : (ab)c = a(bc).

7.9. Доказать неравенство:

∀ a, b ∈ N : a + b �= a.

7.10. Положим по определению для a, b ∈ N :

a < b ⇔ ∃c ∈ N : a + c = b.

Доказать, что для любых чисел a, b ∈ N имеет место одно и
только одно из соотношений:

a = b, a < b, b < a.

7.11. Число a из подмножества M ⊂ N называется ми-
нимальным элементом множества M , если ∀b ∈ M : a � b.
Доказать, что в любом непустом подмножестве M множества
N существует минимальный элемент.
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7.12. При доказательстве теорем методом математической
индукции зачастую вместо индукционного шага от n к n +
+ 1 осуществляют в общем случае более простой переход
от 1, 2, . . . , n к n + 1. Возможность такого упрощения дока-
зательств основывается на следующем утверждении. Пусть
T (k) — высказывание, зависящее от натурального числа k,
причем T (k) истинно для k = 1 и при любом n ∈ N из ис-
тинности T (k) для k = 1, 2, . . . , n следует его истинность для
k = n + 1. Тогда высказывание T (k) истинно для любого
k ∈ N. Докажите, что это утверждение эквивалентно акси-
оме 4).

7.13. Докажите, что при всех натуральных n выполняются
равенства:

a) 1
a(a+1) + 1

(a+1)(a+2) + . . . + 1
(a+n−1)(a+n) = n

a(a+n) ,
a ∈ R, a > 0;

б) 1 · 1! + 2 · 2! + . . . + n · n! = (n + 1)! − 1;

в) 12 + 22 + . . . + n2 = n(n+1)(2n+1)
6 ;

г) 1 − 22 + 32 − . . . + (−1)n−1 · n2 = (−1)n−1 · n(n+1)
2 ;

д) 13 + 23 + 33 + . . . + n3 =
(

n(n+1)
2

)2

.

7.14. Доказать, что для любого целого n � 0 число 11n+2+
+ 122n+1 делится на 133.

7.15. Доказать, что при любом натуральном n число

√
37 · [(6 +

√
37)2n−1 − (6 −

√
37)2n−1] − целое.

7.16. Доказать, что для любого n � 2 справедливы нера-
венства:

a) (1 + a)n > 1 + na (a > −1, a �= 0);

б)
(
1 + 1√

2
+ . . . + 1√

n

)
>

√
n.

7.17. Пусть последовательность чисел {ui} задана следую-
щим образом:

u1 = 2; u2 = 3; un = 3un−1 − 2un−2, n > 2.

Доказать, что справедлива формула un = 2n−1 + 1.
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7.18. Для последовательности чисел {ui}, заданной рекур-
рентным соотношением

un = αun−1 + βun−2, n � 2,

доказать формулу общего члена

un =
an − bn

a − b
u1−ab

an−1 − bn−1

a − b
u0 =

u1 − u0b

a − b
an+

u0a − u1

a − b
bn,

где a и b являются различными корнями квадратного уравне-
ния

x2 − αx − β = 0.

7.19. Для последовательности Фибоначчи

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . ,

определяемой условиями

u0 = 0, u1 = 1, un+1 = un + un−1,

доказать справедливость следующих соотношений:
a) un+2 � u0 + u1 + . . . + un+1 ;
б) u2n−2 + 1 = u1 − u2 + u3 − u4 + . . . + u2n−1 ;
в) unun+1 = u2

1 + u2
2 + . . . + u2

n ;
г) un+1un+2 − unun+3 = (−1)n ;
д) u4

n − un−2un−1un+1un+2 = 1 ;
е) u2n−1 = unun+1 − un−2un−1 .
7.20. Доказать, что для любых n конечных множеств

M1, . . . , Mn справедлива формула «включения–исключения»:

|M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mn| =

n∑
i=1

|Mi| −
∑

1�i1<i2�n

|Mi1 ∩Mi2 |+ · · ·+

+(−1)t−1
∑

1�i1<···<it�n

|Mi1∩···∩Mit
|+···+(−1)n−1|M1∩···∩Mn|

(знак
∑

1�i1<···<it�n

означает сумму по всем наборам натураль-

ных чисел i1, . . . , it, удовлетворяющих неравенствам 1 � i1 <
< · · · < it � n).
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ДИСКРЕТНЫЕ ФУНКЦИИ

§ 8. Способы задания булевых функций

Напомним, что под булевой функцией от n переменных мы
понимаем любое отображение из Ωn

2 в Ω2, где Ω2 = {0, 1}. При
табличном задании булевой функции f(x1, . . . , xn) предпола-
гается лексикографическое упорядочение наборов из Ωn

2 , и по-
этому иногда функция f будет отождествляться с вектором-
столбцом

f↓ = (α0, . . . , αi, . . . , α2n−1)
T ,

где координаты αi представляют собой значения функции
f(x1, . . . , xn) на наборе с номером i, 0 � i � 2n − 1, а верхний
индекс T обозначает операцию транспонирования.

Множество всех булевых функций от n переменных бу-
дем обозначать через F2(n), а множество всех булевых функ-
ций — F2.

Замыканием системы булевых функций K будем называть
множество всех функций, представимых формулами над клас-
сом K. Обозначение — [K].

Символом Nf будем обозначать множество наборов, на ко-
торых функция f принимает значение 1:

Nf = {α ∈ Ωn|f(α) = 1}.

Весом функции f называют величину

‖f‖ = |{α ∈ Ωn|f(α) = 1}| .
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На множестве Ωn
2 следующим образом вводится отношение

частичного порядка «�»: для наборов α = (a1, . . . , an) и β =
= (b1, . . . , bn)

α � β ⇔ ∀i ∈ 1, n ai � bi.

Функцию f(x1, . . . , xn) будем называть равновероятной
(или сбалансированной), если ее вес равен 2n−1.

Переменная xi булевой функции f(x1, . . . , xn) называется
несущественной (фиктивной), если для любого набора эле-
ментов

a1 . . . , ai−1, ai+1, . . . , an

из Ω справедливо равенство

f(a1 . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an) = f(a1 . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an).

В этом случае также говорят, что f несущественно зависит
от переменной xi. В противном случае говорят, что xi —
существенная переменная и что функция существенно зави-
сит от xi.

Многочленами Жегалкина называются формулы 0, 1, а
также все формулы вида

β0 ⊕
∑

1�i1<...<ik�n

⊕βi1,...,ik
xi1 · · ·xik

,

где k ∈ 1, n, β0, βi1,...,ik
∈ {0, 1}. При этом дизъюнкты

xi1 . . . xik
, для которых βi1,...,ik

= 1, а также слагаемое 1, если
оно есть, называются членами многочлена Жегалкина, число
k называется степенью члена xi1 . . . xik

, а максимальная из
степеней членов — степенью многочлена. Степени многочле-
нов 1, 0 считаются равными, соответственно, 0 и −∞.

Как и любая формула алгебры логики, многочлен Же-
галкина a(x1, . . . , xn) определяет булеву функцию от пере-
менных x1, . . . , xn, которую обычно обозначают также через
a(x1, . . . , xn).

Функция ϕ(xj1 , . . . , xjn−k
), определенная по функции

f(x1, . . . , xn) равенством

ϕ(xj1 , . . . , xjn−k
) =

= f(x1, . . . , xi1−1, b1, xi1+1, . . . , xik−1, bk, xik+1, . . . , xn),
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называется функцией, полученной из f(x1, . . . , xn) фиксацией
переменных xi1 , . . . , xik

константами b1, . . . , bk, и обозначается
в виде

ϕ(xj1 , . . . ,xjn−k
) = f b1...bk

i1...ik
(x1, . . . , xn).

Все булевы функции, полученные из f фиксацией любых
переменных константами будем называть подфункциями функ-
ции f .

Задачи и упражнения

8.1. а) Как, наблюдая в таблице f(x1, . . . , xn) ∈ F2(n) лишь
столбец ее значений, установить, существенной или фиктив-
ной является для функции переменная xi?

б) Найдите все фиктивные переменные у функций
fi∈F2(4), i∈{1, 2}:

f↓
1 = (1010000010100000)T,

f↓
2 = (1001100111101110)T.

в) Постройте таблицы всех функций, которые могут быть
получены из f1 и f2 удалением фиктивных переменных.

г) Найдите СДНФ, СКНФ и многочлены Жегалкина для
функций f1, f2, а также для функций, полученных в пункте в).

8.2. а) Как по таблице функции f(x1, . . . , xn) ∈ F2(n)
построить таблицу функции ϕi от n + 1 переменных, полу-
ченную из f добавлением i-той фиктивной переменной, i =
= 1, 2, . . . , n + 1?

б) Выполнить соответствующие построения для функции

f(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 при i = 1, 2, 3, 4.

8.3. Докажите, что переменная xi является существенной
для функции f(x1, . . . , xn) в том и только том случае, когда
xi входит в многочлен Жегалкина функции f .

8.4. Используя формулу включения–исключения (см. за-
дачу 7.20), вывести формулу для числа |F ′

2(n)| булевых функ-
ций от n переменных, все переменные которых существенны.
Доказать, что

lim
n→∞

|F ′
2(n)|
22n = 1,
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то есть с ростом n почти все булевы функции от n переменных
существенно зависят от своих переменных.

8.5. Опишите как отображения булевы функции, предста-
вимые формулами:

x1x2; x1 ∨ x2; x1x1; x1 ∨ x1.

8.6. Составить таблицы значений для всех булевых функ-
ций от двух переменных. Найти представление каждой из
них СДНФ, СКНФ, многочленом Жегалкина, формулами над
классами функций

K1 = {x1x2, x1} и K2 = {x1 ∨ x2, x1}.
8.7. Функция f(x1, x2, x3, x4) задана следующей таблицей:

x3 0 0 1 1
x4 0 1 0 1

x1 x2

0 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 0 1

Найти представление функции f многочленом Жегалкина
и формулами над классами функций

K1 = {x1x2, x1} и K2 = {x1 ∨ x2, x1}.
8.8. Доказать, что для любой булевой функции

f(x1, . . . , xn) выполняется тождество

f(f(f(x1, x2, . . . , xn), x2, . . . , xn), x2, . . . , xn) ≡ f(x1, . . . , xn).

8.9. Доказать, что функции, сопоставленные одной и той
же формуле при выборе различных систем переменных, полу-
чаются одна из другой путем добавления и удаления фиктив-
ных переменных.

8.10. Пусть K ⊆ F2. Доказать, что операции удаления и
добавления фиктивных переменных в применении к функциям
из [K] не выводят из класса [K].
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8.11. Показать, что если f(x1, . . . , xn) фиктивно зависит
от xi, то отождествление этой переменной с любой другой
приводит к функции, существенно зависящей от тех же пере-
менных, что и f(x1, . . . , xn).

8.12. Показать, что из функций f(x1, . . . , xn) можно с по-
мощью операции отождествления переменных получить кон-
станту тогда и только тогда, когда f(0, . . . , 0) = f(1, . . . , 1).

8.13. Доказать, что функция f представима формулой над
классом функций {x1x2, x1 ⊕ x2} в том и только том случае,
когда f ∈ T0, т. е. f(0, . . . , 0) = 0.

8.14. Доказать, что функция f представима формулой над
классом функций {x1x2, x1 → x2} в том и только том случае,
когда f ∈ T1, т. е. f(1, . . . , 1) = 1.

8.15. Найти число булевых функций от n переменных,
представимых формулами над классами функций

{x1x2, x1 ∨ x2, x1 ⊕ x2}, {x1x2, x1 ∨ x2, x1 → x2},
{x1x2, x1 → x2}, {x1x2, x1 ⊕ x2}.

8.16. а) Найти необходимое и достаточное условие, при
котором в ДНФ функции, содержащей не более трех элемен-
тарных конъюнкций, знак ∨ всюду можно заменить на ⊕, не
изменяя функции;

б) изменится ли функция, если в ее СДНФ знак ∨ заме-
нить на ⊕?

8.17. Для векторов

α = (a1, . . . , an), θ = (0, . . . , 0) ∈ Ωn
2 , x = (x1, . . . , xn)

положим

xα = xa1

1 · · ·xan

n , xα =
∏

{i∈1,n: ai=1}
xi, при α �= 0, xθ = 1.

Доказать, что

xα =
∑
β	α

⊕xβ, xα =
∑
β	α

⊕xβ .

8.18. Доказать, что в многочлене Жегалкина

A(x1, . . . , xn) =
∑

1�i1<...<ik�n

⊕βi1,...,ik
xi1 · · ·xik
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функции f∈F2(n) коэффициенты βi1,...,ik
связаны со значени-

ями функции f соотношениями

βi1,...,ik
=

∑
(ai1

,...,aik
)∈Ωk

2

⊕f(0, . . . , 0, ai1 , 0, . . . , 0, aik
, 0, . . . , 0).

8.19. Доказать, что коэффициенты многочлена Жегалкина
в обозначениях задачи 8.18 однозначно находятся из системы
2n линейных уравнений

A(a1, . . . , an) = f(a1, . . . , an), (a1, . . . , an) ∈ Ωn
2

с 2n неизвестными βi1,...,ik
.

8.20. Найти многочлены Жегалкина для функций

f↓
1 = (1010)T ;

f↓
2 = (11001010)T ;

f↓
3 = (11001110)T ,

используя способы, описанные в задачах 8.18 и 8.19.
8.21. Частной производной булевой функции f(x1, . . . , xn)

по переменной xi, 1 � i � n называется функция

∂f

∂xi

= f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn)⊕
⊕ f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn).

Показать, что

∂f

∂xi

= f0
i (x1, . . . , xn) ⊕ f1

i (x1, . . . , xn).

8.22. Смешанной частной производной k-го порядка по пе-
ременным xi1 , . . . , xik

называется функция

∂kf

∂xi1 · · · ∂xik

=
∂

∂xi1

(
∂

∂xi2

(
· · · ∂f

∂xik

)
· · ·

)
.

Показать, что функция ∂kf
∂xi1

···∂xik

тождественно равна 0 при

ij = im для некоторых 1 � j<m � k.
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8.23. Показать, что в случае, когда все i1, . . . , ik различны,
справедливы равенства:

∂kf

∂xi1 · · ·∂xik

=
∑

(a1,...,ak)∈Ωk
2

⊕f(x1, . . . , x
a1

i1
, . . . , xak

ik
, . . . , xn) =

=
∑

(a1,...,ak)∈Ωk
2

⊕fa1,...ak

i1,...,ik
(x1, . . . xn).

8.24. Доказать следующие свойства производных:

а)
∂kf

∂xi1 · · ·∂xik

=
∂kf

∂xi1 · · · ∂xik

;

б)
∂k(f ⊕ g)

∂xi1 · · ·∂xik

=
∂kf

∂xi1 · · · ∂xik

⊕ ∂kg

∂xi1 · · · ∂xik

;

в)
∂(f · g)

∂xi

= f
∂g

∂xi

⊕ g
∂f

∂xi

⊕ ∂f

∂xi

∂g

∂xi

;

г)
∂(f ∨ g)

∂xi

= f
∂g

∂xi

⊕ g
∂f

∂xi

⊕ ∂f

∂xi

∂g

∂xi

;

8.25. Производной функции f по направлению α =
= (a1, . . . , an) ∈ Ωn

2 называют функцию ∂f
∂α
, равную

∂f

∂α
= f(x1 ⊕ a1, . . . , xn ⊕ an) ⊕ f(x1, . . . , xn).

Пусть производные функции f по всем направлениям α, для
которых aj = 1, тождественно равны нулю. Верно ли, что
переменная xj — фиктивная для функции f?

8.26. Степенью нелинейности булевой функции называ-
ется степень ее многочлена Жегалкина. Сколько существует
булевых функций от n переменных степени нелинейности рав-
ной k?

8.27. Доказать, что при n > 1 функция четного веса от n
переменных имеет степень нелинейности строго меньшую n.

8.28. Функция f(x1, . . . , xn) называется линейной по пе-
ременному xi, если

f(x1, . . . , xn) ≡ xi ⊕ ϕ(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Как по табличному заданию функции выяснить, является она
линейной по переменному xi или нет?
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8.29. Используя результат задачи 8.28, доказать, что для
f ∈ F2(n) найдется вектор (a1, . . . , an) ∈ Ωn

2 со свойством

f(x1 ⊕ a1, . . . , xn ⊕ an) ⊕ f(x1, . . . , xn) ≡ 1

в том и только том случае, когда для некоторой невырожден-
ной матрицы A ∈ GF (2)n,n, функции g ∈ F2(n − 1) и для
любого вектора β ∈ (b1, . . . , bn) ∈ Ωn

2 выполняется равенство

f(βA) = b1 ⊕ g(b2, . . . , bn).

8.30. Показать, что из любой нелинейной функции от n >
> 3 переменных отождествлением переменных можно полу-
чить нелинейную функцию от трех переменных. Из любой ли
функции от n > 2 переменных можно получить нелинейную
функцию от двух переменных?

8.31. Верно ли, что из любой нелинейной функции путем
фиксации переменных одной и той же константой (0 или 1)
можно получить нелинейную функцию от двух переменных?

8.32. Доказать, что любая булева функция f(x1, . . . , xn)
представляется в виде

f(x1, . . . , xn) =
∨

(a1,..., ak)∈Ωk
2

xa1

1 · · ·xak

k ϕa1,..., ak
(xk+1, . . . , xn)

при любом k�n и подходящих функциях ϕa1,...,ak
(xk+1,...,xn),

и что такое представление единственно.
8.33. Доказать, что для функции f(x1, . . . , xn) степени

нелинейности k справедливы оценки:

2n−k
� ‖f‖ � 2n−k(2k − 1).

Доказать достижимость оценок. Оценить степень нелинейно-
сти функции f , у которой ‖f‖ < 2n−k (‖f‖ > 2n−k(2k − 1)).

8.34. Сколько существует булевых функций от n перемен-
ных веса k?

8.35. Доказать, что сумма двух булевых функций от раз-
ных переменных (т. е. от непересекающихся систем перемен-
ных) равновероятна тогда и только тогда, когда хотя бы одна
из функций равновероятна.
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8.36. Доказать, что любая аффинная функция, отличная
от константы, равновероятна.

8.37. Доказать, что равновероятную функцию нельзя пред-
ставить в виде конъюнкции, дизъюнкции или импликации
двух функций от разных переменных и отличных от констант.
Останется ли утверждение верным, если отказаться от усло-
вия, что переменные различны?

8.38. Доказать, что для любой функции f ∈ F2(n) нечет-
ного веса и любого α = (a1, . . . , an) ∈ Ωn

2 \ {θ} многочлен
Жегалкина функции

f(x1 ⊕ a1, . . . , xn ⊕ an) ⊕ f(x1, . . . , xn)

имеет степень нелинейности n − 1.
8.39. Найти веса функций:
а) x1 · · ·xk ⊕ xk+1 · · ·xn;
б) 1 ⊕ x1 ⊕ x1x2 ⊕ x1x2x3 ⊕ . . . ⊕ x1x2 · · ·xn;
в) x1x2 ⊕ x3x4 ⊕ . . . ⊕ x2n−1x2n.
8.40. Показать, что для любого l (l < 2n) существует

многочлен Жегалкина, содержащий не более n членов и пред-
ставляющий булеву функцию веса l.

8.41. Показать, что любая булева функция с фиктивными
переменными имеет четный вес. Верно ли обратное утвержде-
ние?

8.42. Пусть f ∈ F2(n) такова, что ‖f‖ = 2m(2l − 1). Ка-
ково максимально возможное число фиктивных переменных у
функции f?

8.43. Пусть функция f(x1, . . . , xn) существенно зависит от
всех своих переменных и ‖f‖ > 2n−1. Показать, что при отож-
дествлении любых двух ее переменных получается функция,
не равная тождественно нулю.

8.44. Пусть функции f(x1, . . . , xn) и g(x1, . . . , xn) таковы,
что

‖f ⊕ g‖ = 1.

Показать, что для всякого i ∈ 1, n хотя бы одна из функций,
f или g, существенно зависит от xi.

8.45. Пусть x — n-мерный двоичный вектор и w(x) = ‖x‖.
Пусть

w(x) = w0(x) + w1(x)21 + . . . + wt(x)2t + . . .
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есть двоичное представление числа w(x). Доказать, что при
2t � n функция wt(x) представляется элементарным симмет-
рическим многочленом σ2t степени 2t от координат (x1, . . . , xn)
вектора x.

§ 9. Замкнутые классы булевых функций.

Критерий полноты

Класс K булевых функций называется замкнутым, если
K = [K]. Класс K булевых функций называется полной си-
стемой, если [K] = F2.

Перечислим важнейшие замкнутые классы булевых функ-
ций:

1. Класс T0 всех функций, сохраняющих константу 0:

T0 = {f(x1, . . . , xn)|f(0, . . . , 0) = 0}.

2. Класс T1 всех функций, сохраняющих константу 1:

T1 = {f(x1, . . . , xn)|f(1, . . . , 1) = 1}.

3. Класс L0 всех линейных функций:

L0 = {f(x1, . . . , xn)|f(x1, . . . , xn) = a1x1⊕. . .⊕anxn, ai ∈ Ω2}.

4. Класс L всех аффинных функций:

L = {f(x1,...,xn)|f(x1,...,xn)= a1x1⊕ ...⊕anxn⊕a0, ai ∈Ω2}.

5. Класс S всех самодвойственных функций:

S = {f(x1, . . . , xn)|f(x1, . . . , xn) ≡ f(x1, . . . , xn)}.

Заметим, что функция f∗ = f(x1, . . . , xn) называется двой-
ственной к f .

6. Класс M всех монотонных функций:
Булева функция f(x1, . . . , xn) называется монотонной, ес-

ли для любых α, β ∈ Ωn
2 : α � β ⇒ f(α) � f(β) .

Функция f называется шефферовой, если класс, содержа-
щий только эту функцию, образует полную систему.
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Задачи и упражнения

9.1. Доказать следующие свойства замыкания:
а) K ⊂ [K];
б) K1 ⊂ K2 ⇒ [K1] ⊂ [K2];
в) [[K]] = [K];
г) [K1] ∪ [K2] ⊆ [K1 ∪ K2].
9.2. Какие из следующих классов булевых функций явля-

ются замкнутыми:
а) {f ∈ F2(n), f(x, . . . , x) = x};
б) {f ∈ F2(n), f(x, . . . , x) = x};
в) R — класс равновероятных функций;
г) S — класс всех симметрических функций.
9.3. Пусть M и N — замкнутые классы булевых функций.

Являются ли замкнутыми следующие классы:
а) M∗ — класс функций, двойственных к функциям

из M;
б) M ∪ N;
в) M ∩ N;
г) M \ N;
д) F2 \ M.
9.4. Сводя к заведомо полным системам, показать, что

каждый из следующих классов является полной системой:
а) {x1 ↑ x2};
б) {x1|x2};
в) {x1 → x2, x1 ⊕ x2 ⊕ x3};
г) {(1011), (1111110011000000)}.
9.5. Пусть M — замкнутый класс. Подмножество K ⊆ M

называется базисом в M, если [K] = M и ни для какого
его собственного подмножества K ′ равенство [K ′] = M не
выполняется. Выделите базис в приведенных ниже системах:

а) K1 = {0, 1, x1};
б) K2 = {1, x1 ⊕ x2 ⊕ x3};
в) K3 = {x1 ∨ x2, x1x2x3, x1 ∨ x2x3, (x1 ∨ x2)x3};
г) K4 = {x1x2, x1 ∨ x2, x1 → x2, x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x4}.
9.6. Доказать, что если замкнутый класс имеет конечный

базис, то всякий базис этого класса конечен.
9.7. Класс функций K называется предполным в замкну-

том классе M, если он не является полным в M, и становится
таковым при добавлении любой одной функции из M \ K.
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Доказать, что всякий предполный класс в M является за-
мкнутым классом.

9.8. Перечислить все предполные классы в замкнутых
классах:

а) [0, x];
б) [0, 1];
в) [x1x2];
г) [0, x1x2x3].
9.9. Показать, что T0, T1, L, S, M — замкнутые классы

функций.
9.10. Найти число функций от n переменных в классах

T0 ∩ T1, T0 ∩ T1 ∩ S, L ∩ S, L ∩ S.

9.11. Доказать, что L ⊆ T0 ∪ T1 ∪ S.
9.12. Пусть K ⊆ F2, символом K∗ обозначим множество

булевых функций, двойственных к функциям из K. Доказать,
что:

а) (K∗)∗ = K;
б) K1 ⊆ K2 ⇒ K∗

1 ⊆ K∗
2 ;

в) K — замкнутый класс⇔ K∗ — замкнутый класс;
г) K — полная система (базис) в замкнутом классе

M ⇔ K∗ — полная система (базис) в замкнутом
классе M∗.

9.13. Пусть f↓ = (a0, . . . , a2n−1)
T . Доказать, что (f∗)↓ =

= (a2n−1, . . . , a0)
T .

9.14. Доказать, что

f(x1, . . . , xn) ∈ S ⇔ (f1
1 (x1, . . . , xn))∗ = f0

1 (x1, . . . , xn).

9.15. Доказать, что если f(x1, . . . , xn) ∈ S, то ‖f‖ = 2n−1.
9.16. Показать, что не существует самодвойственных функ-

ций, существенно зависящих ровно от двух переменных.
9.17. Используя формулу включения–исключения (см. за-

дачу 7.20), подсчитать число самодвойственных функций, су-
щественно зависящих от n переменных, n > 2.

9.18. Доказать, что если f(x1, . . . , xn) ∈ S, то для некото-
рых функций h1, h2 ∈ F2(n − 1) выполняются равенства:

f(x1, . . . , xn) ≡ h1(x1 ⊕ x2, . . . , x1 ⊕ xn) ⊕ x1

и

f(x1, . . . , xn) ≡ h2(x1 ⊕ x2, . . . , xn−1 ⊕ xn) ⊕ xn.

 

                             1 / 11



Дискретные функции 57

9.19. Пусть m(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3 ≡ x1x2 ⊕
⊕ x1x3 ⊕ x2x3 (функция голосования). Доказать, что

S = [x1, x1 ⊕ x2 ⊕ x3, m(x1, x2, x3)].

9.20. Доказать, что S = [x1, m(x1, x2, x3)].
9.21. Доказать, что любая самодвойственная функция, су-

щественно зависящая от переменных x1, x2, x3, представима
либо в виде

m(xa1

1 , xa2

2 , xa3

3 ) ⊕ a0,

либо в виде
x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ b.

9.22. Доказать, что из любой нелинейной самодвойствен-
ной функции f можно с помощью операции отождествления
переменных получить нелинейную самодвойственную функ-
цию от трех переменных.

9.23. Доказать критерий полноты системы K в классе S,
а именно: [K] = S тогда и только тогда, когда K содержит
хотя бы по одной функции из классов

S \ T0, S \ T1, S \ L, S \ M.

9.24. Показать, что

f ∈ S \ (T0 ∪ L) ⇔ [f ] = S.

9.25. Являются ли базисами в классе L следующие систе-
мы аффинных функций:

а) {1, x1 ⊕ x2};
б) {x1 ⊕ x2 ⊕ 1, x1 ⊕ x2 ⊕ x3};
в) {x1 ⊕ x2 ⊕ 1, x1 ⊕ x2, 0};
г) {x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ 1, 0}.
9.26. Из полных в L систем выделить все базисы:
а) {0, 1, x1, x1 ⊕ x2 ⊕ 1, x1 ⊕ x2 ⊕ x3};
б) {0, x1, x1 ⊕ x2, x1 ⊕ x2 ⊕ x3}.
9.27. Доказать, что любая полная в L система содержит

не менее двух функций.
9.28. Доказать, что любой базис в L содержит не более

трех функций.
9.29. Перечислить все замкнутые классы в классе L.
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9.30. Доказать, что функция f принадлежит классу L то-
гда и только тогда, когда она сохраняет 4-арное отношение R
на Ωn

2 , заданное следующим правилом:

(a, b, c, d) ∈ R ⇔ a ⊕ b = c ⊕ d.

9.31. Доказать, что T ∗
0 = T1.

9.32. Доказать, что
а) T0 = [x1x2; x1 ⊕ x2] = [x1 ∨ x2; x1 ⊕ x2];
б) T1 = [x1x2; x1 ⊕ x2 ⊕ 1] = [x1 ∨ x2; x1 ⊕ x2 ⊕ 1].
9.33. Привести примеры базисов классов T0 и T1, состоя-

щих из одной и трех функций.
9.34. Привести пример функции из T0, не образующей

базиса T0 и не принадлежащей множеству T1 ∪ L ∪ S ∪ M .
(Сравнить с задачей 9.23.)

9.35. Доказать, что для любой монотонной функции
f(x1, . . . , xn) имеют место разложения:

а) f(x1, . . . , xn) ≡ xif
1
i (x1, . . . , xn) ∨ f0

i (x1, . . . , xn);
б) f(x1, . . . , xn) ≡ (xi ∨ f0

i (x1, . . . , xn))f1
i (x1, . . . , xn).

9.36. Доказать, что функция f , отличная от константы,
монотонна тогда и только тогда, когда существуют такие ее
ДНФ и КНФ, которые не содержат отрицаний переменных.

9.37. Найти число функций от n переменных в каждом из
классов:

а) M ∩ L ∩ S;
б) M ∩ L;
в) M \ (T1 ∩ T0).
9.38. Доказать, что если f ∈ M , то f∗ ∈ M.
9.39. Показать, что система {0, 1, x1x2, x1 ∨ x2} образует

базис в M .
9.40. Доказать, что всякий базис в M содержит не более

четырех и не менее трех функций.
9.41. Доказать, что множества T0, T1, L, S, M — предпол-

ные классы в F2 и в F2 не существует других предполных
классов.

9.42. Являются ли полными системы функций:
а) {x1 ∨ x2; x1 → x2};
б) {x1x2; x1 → x2};
в) {0; 1; x1 → x2};
г) {(01101001); (10001101); (00011100)}?
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9.43. Являются ли базисами следующие полные системы:
а) {0; x1 → x2; x1 ∨ x2};
б) {1; x1x2; x1 ⊕ x2};
в) {0; 1; x1x2; x1 ⊕ x2 ⊕ x3}?
9.44. Привести по два примера базисов в F2, содержащих

одну, две, три и четыре функции.

9.45. Каково наибольшее число функций в базисе F2?

9.46. Найти все шефферовы функции от двух переменных.
Выразить через них каждую из функций x1x2, x1 ∨ x2, x1 →
→ x2, x1.

9.47. Составить шефферову функцию, существенно зави-
сящую от трех переменных и представимую многочленом
Жегалкина второй степени. Выразить через эту функцию
x1x2 и x1.

9.48. Доказать, что если f /∈ T0∪T1∪S, то f — шефферова.

9.49. Найти число шефферовых функций от n перемен-
ных.

9.50. Найти число шефферовых функций от n переменных
веса k, 1 � k � 2n − 1.

9.51. Доказать, что из функции Шеффера, зависящей су-
щественно не менее чем от трех переменных, отождествляя
переменные, можно получить функцию Шеффера, существен-
но зависящую от двух переменных.

9.52. Пусть K ⊆ F2(n) и |K| > 22n−1. Доказать, что [K] =
= F2 при n � 2.

9.53. Система функций K называется ослабленно полной,
если она не полна, но [K ∪ {0, 1}] = F2. Сформулировать и
обосновать критерий ослабленной полноты.

§ 10. Весовые и спектральные свойства

булевых функций

Множество функций вида (−1)<α,x> = (−1)a1x1⊕...⊕anxn ,
где x = (x1, . . . , xn), α = (a1, . . . , an) ∈ Ωn

2 , является, как
хорошо известно, базисом пространства всех функций, отоб-
ражающих множество Ωn

2 во множество комплексных чисел.
Можно считать, что булевы функции также принадлежат это-
му пространству. Пусть разложение функции f(x1,... ,xn) ∈ F2
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по этому базису имеет вид:

f(x) =
∑

α∈Ωn
2

Cf
α(−1)<α,x>.

Его называют разложением функции f в ряд Фурье, а ко-
эффициенты Cf

α этого разложения называют коэффициентами
Фурье функции f .

Пусть Cf
α — коэффициенты Фурье булевой функции

f ∈ F2(n), α ∈ Ωn
2 . Обозначим через W f

α коэффициенты
Фурье функции (−1)f(x1,...,xn) (их называют коэффициентами
Уолша–Адамара функции f , см., например, [16]).

Обозначим для функции f(x1, . . . , xn) через w
ai1

,...,aik

i1,...,ik
(f)

вес подфункции f
ai1

,...,aik

i1,...,ik
, через q

ai1
,...,aik

i1,...,ik
(f) — приведенное

по модулю 2 число w
ai1

,...,aik

i1,...,ik
(f), а через m

ai1
,...,aik

i1,...,ik
(f) — сте-

пень нелинейности подфункции f
ai1

,...,aik

i1,...,ik
(в случае, когда n =

= k, полагаем ma1,...,an

1,...,n (f) = f(a1, . . . , an)).

Задачи и упражнения

10.1. Найти разложения в ряды Фурье булевых функций
из задач 8.1(б) и 8.17.

10.2. Показать, что коэффициенты многочлена Жегалкина
функции f ∈ F2(n) связаны с коэффициентами Фурье Cf

α

следующими соотношениями:

βi1,...,ik
≡ 2k

∑
α∈A

Cf
α (mod 2),

где A = {(a1, . . . , an) ∈ Ωn
2 |ai1 = . . . = aik

= 0}.
10.3. Доказать, что справедливо равенство:

W f
α = δα,θ − 2Cf

α,

где δα,θ — символ Кронекера. Используя результаты задачи
10.1, найти соответствующие числа W f

α для указанных там
функций.

10.4. Вывести следующие соотношения для коэффициен-
тов Уолша–Адамара булевой функции f(x1, . . . , xn):

а)
∑

α W f
α = (−1)f(θ);

б)
∑

α W f
α W f

α⊕γ = δγ,θ.
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10.5. Показать, что если некоторый набор комплексных
чисел

{Wα |α ∈ Ωn
2}

удовлетворяет условию∑
α

WαWα⊕γ = δγ,θ,

то найдется такая булева функция f(x1, . . . , xn), что W f
α =

= Wα, α ∈ Ωn
2 .

10.6. Показать, что

W f
α = 1 − 1

2n−1
‖f(x)⊕ < α,x > ‖.

10.7. Пусть f1 и f2 — булевы функции от n переменных.
Доказать, что

W f1⊕f2

α =
∑

β∈Ωn
2

W f1

β W f2

α⊕β , α ∈ Ωn
2 .

10.8. Пусть функция f(x1, . . . , xn) зависит несущественно
от переменных xk+1, . . . , xn, то есть f(x1, . . . , xn) =
= g(x1, . . . , xk). Показать, что

Δf

(a1,...,an) =

{
2n−kΔg

(a1,...,ak), если ak+1 = . . . = an = 0

0, в противном случае.

10.9. Доказать, что коэффициенты Фурье функции

h(x) = f(xA ⊕ α),

где f ∈ F2(n), A ∈ GL(n, 2), α ∈ Ωn
2 , связаны с коэффициен-

тами Фурье функции f следующими соотношениями:

Ch
ω = (−1)(ω,β)Cf

ω(AT )−1 , β = αA−1;

Cf
ω = (−1)(ω,α)Ch

ωAT .

Сформулировать и обосновать правило нахождения коэффи-
циентов Фурье для функции h в случае, когда α = θ, а мат-
рица A — подстановочная. Установить связь между коэффи-
циентами W f

ω и Wh
ω , введенными в задаче 10.3 (cм. [16]).
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10.10. Пусть Xn — квадратная матрица порядка 2n, эле-
ментами которой являются значения характеров χα(x) на эле-
ментах Ωn

2 , то есть Xn = ‖(−1)<α,β>‖, α, β ∈ Ωn
2 , причем

Xn · XT
n = 2n · E, где E — единичная матрица порядка 2n.

Матрицы такого вида называются матрицами Адамара. Пока-
зать, что для любого n > 1

Xn = X
[n]
1 =

(
Xn−1 Xn−1

Xn−1 −Xn−1

)
,

где символом [n] обозначена кронекеровская (тензорная) сте-
пень матрицы

X1 =

(
1 1
1 −1

)
.

10.11. Метод вычисления столбца коэффициентов Фурье с
помощью матриц Адамара:

(Cf
α)↓ =

1

2n
Xnf↓

требует 22n операций сложения и вычитания для функций от
n переменных (по 2n операций на коэффициент). Известен
метод быстрого преобразования Фурье, требующий n2n опе-
раций. Отождествляя двоичный набор α = (a1, . . . , an) с его
номером при лексикографическом упорядочении, определим
числа ci(β), β ∈ Ωn

2 , i ∈ 0, n рекуррентными соотношения-
ми (см. [9]):

c0(β) = f(β), 0 � β � 2n − 1,

cs(α) = cs−1(2α) + cs−1(2α + 1),

cs(α + 2n−1) = cs−1(2α) − cs−1(2α + 1), α < 2n−1, s ∈ 1, n.

Доказать, что

Cf
α =

1

2n
cn(α), 0 � α � 2n − 1.

10.12. Найти разложения в ряды Фурье булевых функций
из задач 8.1(б) и 8.17, используя алгоритм быстрого преобра-
зования Фурье.
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10.13. Пусть
Yn = Y

[n]
1 ,

где символом [n] обозначена кронекеровская (тензорная) сте-
пень матрицы

Y1 =

(
1 0
1 1

)
.

Показать, что вектор Ynf↓ состоит из коэффициентов βi1,...,ik

многочлена Жегалкина, записанных в порядке лексикографи-
ческого возрастания наборов i1, . . . , ik. По аналогии с задачей
10.11 найти рекуррентные формулы для вычисления коэффи-
циентов многочлена Жегалкина.

10.14. Доказать, что система из 2n чисел w
ai1

,...,aik

i1,...,ik
(f)

(по количеству всевозможных подмножеств {i1, . . . , ik} мно-
жества 1, n) однозначно определяет функцию f .

10.15. Доказать, что система из 2n чисел q
ai1

,...,aik

i1,...,ik
(f) од-

нозначно определяет функцию f .
10.16. Доказать, что система из 2n чисел m

ai1
,...,aik

i1,...,ik
(f) од-

нозначно определяет функцию f .
10.17. Выписать многочлен Жегалкина функции, если из-

вестны значения m
ai1

,...,aik

i1,...,ik
(f) :

m(f) = 3, m0
1(f) = 2, m1

2(f) = 1, m0
3(f) = 2;

m00
12(f) = 0, m01

13(f) = m10
23(f) = 1, m010

123(f) = 1.

10.18. Пусть вектор −→w состоит из 2n значений w0,...,0
i1,...,ik

(f),
записанных в порядке лексикографического возрастания на-
боров i1, . . . , ik. Найти функцию f , если

а) −→w = (8, 4, 4, 4, 4, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 0);
б) −→w = (1, 0, 0, . . . , 0).
10.19. Доказать, что равновероятная функция f(x1, . . . , xn)

остается равновероятной при подстановке вместо любых s � k
переменных произвольных констант тогда и только тогда, ко-
гда для любого набора i1, . . . , il, ij ∈ 1, n, 0 � l < k существу-
ют a1, . . . , al ∈ Ω2, для которых fa1,...,al

i1,...,il
— равновероятна.

10.20. Показать, что если равновероятная функция
f(x1, . . . , xn) остается равновероятной при подстановке вме-
сто любых s � k < n переменных произвольных констант, то
f — аффинная или имеет степень нелинейности не больше
n − k − 1.

 

                             8 / 11



64 Глава 2

10.21. а) Описать все функции от n переменных, рассмот-
ренные в задаче 10.20, для k = n − 1 и k = n − 2;

б) описать все такие функции от четырех переменных сте-
пени нелинейности 2 для k = 1.

§ 11. Классификация булевых функций относительно

групп преобразований

Здесь, как и ранее, в случае известного фиксированного n,
мы будем обозначать функцию от n переменных следующим
образом: f(x1, . . . , xn) = f(x), x = (x1, . . . , xn).

Пусть f(x) и h(x) функции из F2(n) и G — произвольная
группа подстановок (биективных преобразований) множества
Ωn

2 (т. е. G — подгруппа симметрической группы S(Ωn
2 ) ). Го-

ворят, что функция f эквивалентна функции h относительно
группы G, если существует подстановка g из группы G та-
кая, что для любого набора α из Ωn

2 справедливо равенство

f(α) = h(g(α)). Обозначение: f
G∼ h.

Отношение
G∼ является отношением эквивалентности на

F2(n).
Таким образом, множество F2(n) разбивается на классы

эквивалентности. Класс, содержащий функцию f , будем обо-
значать [f ]G. Очевидно неравенство 1 � |[f ]G| � |G|.

Функция f(x) ∈ F2(n) называется инвариантной относи-
тельно подстановки g из группы G < SΩn

2
, если f(g(x)) =

= f(x).
Функция f(x) ∈ F2(n) называется инвариантной относи-

тельно группы G < S(Ωn
2 ), если она инвариантна относитель-

но любой подстановки из G.
Множество подстановок из группы G, относительно кото-

рых функция f инвариантна, образует подгруппу в G. Эта
подгруппа носит название группы инерции функции f в груп-
пе G и обозначается JG(f).

В качестве группы G традиционно рассматриваются сле-
дующие группы.

1. Группа Sn перестановок координат векторов α ∈ Ωn
2 :

gs(a1, . . . , an) = (ai1 , . . . , ain
),

где s = (i1, . . . , in) — некоторая перестановка множества 1, n.
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Булеву функцию от n переменных, инвариантную относи-
тельно группы Sn, будем называть симметрической.

2. Группа сдвигов Σn. Пусть α = (a1, . . . , an) ∈ Ωn
2 . Тогда

Σn = {gα|gα(c1, . . . , cn) = (c1 ⊕ a1, . . . , cn ⊕ an), α ∈ Ωn
2 }.

3. Группа Джевонса Qn = < Sn, Σn >.
4. Полная линейная группа GL(n, 2), то есть группа всех

невырожденных линейных преобразований пространства век-
торов строк длины n над полем GF (2). Как хорошо известно,
в случае фиксированного базиса данного пространства лю-
бое такое преобразование однозначно задается невырожден-
ной квадратной матрицей порядка n над тем же полем.

5. Полная аффинная группа AL(n, 2) = < GL(n, 2), Σn >.

Задачи и упражнения

11.1. Найти группы инерции функций
а) x1 ⊕ x2 ⊕ x3;
б) x1x2;
в) x1x2 ⊕ x3;
г) x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ 1

в группах S3, Σ3, Q3, GL(3, 2), AL(3, 2).
11.2. Найти все функции, эквивалентные функциям из за-

дачи 11.1 относительно указанных групп.
11.3. Пусть G — любая подгруппа из AL(n, 2). Доказать,

что эквивалентные относительно группы G функции имеют
одинаковые веса и степени нелинейности.

11.4. Доказать, что группы инерции функций, эквивалент-
ных относительно группы G � S(Ωn

2 ), сопряжены в G.
11.5. Пусть G � S(Ωn

2 ). Для фиксированных булевых функ-
ции f, ϕ ∈ F2(n), эквивалентных относительно группы g, обо-
значим

H = {h| h ∈ G, f(h(x)) = ϕ(x)}.
Доказать, что |H | = |JG(f)|.

11.6. Показать, что всякая симметрическая булева функ-
ция f , отличная от константы, существенно зависит от всех
своих переменных.

11.7. Можно ли из симметрической функции f ∈ F2(n)
с помощью операции отождествления переменных получить
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функцию, существенно зависящую от всех своих переменных
и не являющуюся симметрической?

11.8. Доказать, что не существует булевой функции f от
n > 2 переменных такой, что JSn

(f) = An, где An — знакопе-
ременная подгруппа группы Sn.

11.9. Рассмотрим отображение τ из группы Σn в группу
векторов-строк длины n над полем из двух элементов с по-
координатной операцией сложения, ставящее в соответствие
подстановке gα вектор α. Очевидно, это отображение являет-
ся изоморфизмом групп. Поскольку вектора-строки рассмат-
риваются над полем из двух элементов, группу векторов мож-
но рассматривать как векторное пространство размерности n.
Пусть e1, . . . , en — базис этого пространства. Доказать, что
если для некоторой невырожденной матрицы размера n × n
над полем из двух элементов булева функция f(xA) имеет
наибольшее число фиктивных переменных среди всех функ-
ций из класса [f ]GL(n,2), причем эти переменные имеют номе-
ра i1, . . . , im, то векторы ei1A, . . . , eim

A образуют базис под-
пространства векторов-строк, являющегося образом подгруп-
пы JΣn

(f) при изоморфизме τ .
11.10. Доказать, что для функции f(x1, . . . , xn) соотноше-

ние JΣn
(f) = {gθ} выполняется тогда и только тогда, когда

все функции в классе [f ]GL(n,2) существенно зависят от n пе-
ременных.

11.11. Доказать, что для булевой функции f(x1, . . . , xn)
нечетного веса выполняется соотношение JΣn

(f) = {gθ}.
11.12. Доказать, что если для f ∈ F2(n) группа JGL(n,2)(f)

тривиальна, то и JΣn
(f) — также тривиальна. Верно ли об-

ратное?
11.13. Доказать, что если f(x1, . . . , xn) — нелинейная сим-

метрическая булева функция, то |JΣn
(f)| � 2.

11.14. Показать, что среди функций

f(x1, . . . , xn) =
∑
i,j

⊕ aijxixj ,

именуемых квадратичными формами от n переменных над по-
лем GF (2), нет функций с тривиальной группой инерции в
группе GL(n, 2).
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11.15. Сколько существует попарно неэквивалентных от-
носительно группы AL(3, 2) равновероятных функций от трех
переменных?

11.16. Доказать, что не существует булевой функции f от
n переменных такой, что

JAL(n,2)(f) = < A >,

где A — матрица из GL(n, 2), порядок которой в данной груп-
пе равен 2n − 1.

11.17. Доказать, что не существует булевой функции f от
n переменных, для которой

JAL(n,2)(f) = < gα >, α ∈ Ωn
2 \ {θ},

где gα(x) = x⊕ α.
11.18. Описать группу инерции линейной булевой функции

x1 ⊕ . . . ⊕ xn в группе AL(n, 2). Построить пример нелиней-
ной элементарной симметрической функции f , для которой
|JΣn

(f)| = 2 (см. задачу 11.13).
11.19. Пусть G — произвольная группа преобразований

пространства Ωn
2 . Доказать, что группа подстановок G на мно-

жестве F2(n)

G =

{(
f(x)

f(g(x))

)
, g ∈ G

}
изоморфна группе G. Сформулировать и обосновать в терми-
нах групп подстановок на множестве F2(n) понятия группы
инерции булевой функции, класса эквивалентных функций от-
носительно G и т. п.

11.20. Найти число классов эквивалентности булевых функ-
ций от трех переменных относительно групп

S3, Σ3, Q3.

11.21. Пусть S(Ωn
2 ) — группа всех взаимно однозначных

преобразований пространства Ωn
2 . Выразить порядок группы

JS2n (f) через вес функции f ∈ F2(n).
11.22. При достаточно больших n почти все функции от

n переменных имеют в группе AL(n, 2) тривиальную груп-
пу инерции. Верно ли аналогичное утверждение для группы
S(Ωn

2 )?
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§ 12. Минимизация булевых функций

Элементарная конъюнкция ψ = xa1

i1
· · ·xak

ik
, при различных

i1, . . . , ik, называется импликантой функции f(x1, . . . , xn), ес-
ли она входит в некоторую ДНФ, представляющую f .

Две импликанты называются соседними, если в их запись
входят одни и те же переменные, а показатели степеней сов-
падают для всех этих переменных, за исключением одной.

Импликанта функции f называется простой, если никакая
ее собственная часть не является импликантой f .

Дизъюнкция всех простых импликант функции называется
сокращенной ДНФ (СокДНФ).

ДНФ ψ1 ∨ . . .∨ψk функции f называется тупиковой, если
все ψi, входящие в нее, являются простыми импликантами f ,
и для любого значения i ∈ 1, k

ψ1 ∨ . . . ∨ ψi−1 ∨ ψi+1 ∨ . . . ∨ ψk �≡ f.

Длиной элементарной конъюнкции называется количество
входящих в нее символов переменных. Длиной дизъюнктив-
ной нормальной формы называется сумма длин входящих в
нее элементарных конъюнкций.

Дизъюнктивная нормальная форма, имеющая минималь-
ную длину среди всех ДНФ, представляющих функцию f ,
называется минимальной ДНФ данной функции (МДНФ).

Ниже алгоритмом Мак-Класки мы называем алгоритм по-
строения сокращенной ДНФ функции по ее СДНФ, осно-
ванный на «склеивании» соседних импликант, а алгоритмом
Блейка — алгоритм построения сокращенной ДНФ функции
по произвольной ДНФ, основанный на использовании тожде-
ства

xiΨ1 ∨ xiΨ2 ≡ xiΨ1 ∨ xiΨ2 ∨ Ψ1Ψ2

и последующем поглощении простыми импликантами непро-
стых.

Поскольку МДНФ является, очевидно, одной из тупико-
вых ДНФ функции, то для ее нахождения требуется постро-
ить все тупиковые и найти среди них ДНФ минимальной дли-
ны. При построении тупиковых ДНФ из СокДНФ удаляются
простые импликанты до тех пор, пока полученная ДНФ не
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станет тупиковой. Возможность такого удаления определяет
следующий

Критерий поглощения. Пусть A =
k∨

i=1

ψi — ДНФ некоторой

функции, ψ0 — элементарная конъюнкция, такая что ψ0·ψi �≡ 0
для всех i ∈ 1, k. Обозначим ψ0i конъюнкцию членов, входя-
щих одновременно в ψ0 и ψi, а ψ1i — конъюнкцию членов ψi,
не вошедших в ψ0 (если ψi = ψ0i, то полагаем ψ1i = 1). ДНФ

A поглощает ψ0 тогда и только тогда, когда
k∨

i=1

ψ1i ≡ 1.

В некоторых задачах полезно использовать геометрическое
представление булевой функции. Напомним, что n-мерным ку-
бом называют множество точек пространства Rn с координа-
тами (a1, . . . an), где ai ∈ {0, 1}. Графически n-мерный куб
представляют, изображая его двумерную проекцию и соеди-
няя соседние (по ребру) вершины.

Для задания булевой функции f(x1, . . . , xn) на n-мерном
кубе отмечают вершины, соответствующие множеству

Nf = {(a1, . . . , an) | f(a1, . . . , an) = 1},

выделяя при этом и ребра, соединяющие эти вершины.
Гранью n-мерного куба ранга k (или, что то же самое, раз-

мерности n − k) называется множество его вершин, соответ-
ствующее множеству Nϕ, где ϕ – произвольная элементарная
конъюнкция ранга k, т. е. ϕ = xa1

i1
· · ·xan

in
.

Если функция f представима ДНФ ψ1 ∨ . . . ∨ ψr, где
ψ1, . . . , ψr — элементарные конъюнкции, то множество Nf

есть объединение граней Nψ1
∪. . .∪Nψr

соответствующих раз-
мерностей. Таким образом, нахождение минимальной ДНФ
функции f сводится к нахождению представления множества
Nf в виде объединения таких граней, сумма рангов которых
минимальна (т. е. сумма размерностей максимальна).

Простым импликантам в геометрическом представлении
соответствуют такие грани, которые не входят собственной
частью ни в какую другую грань большей размерности, лежа-
щую в Nf (будем называть их максимальными гранями). Для
того чтобы по геометрическому представлению найти сокра-
щенную ДНФ, надо найти все максимальные грани, входящие
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в Nf . Для нахождения же минимальной ДНФ в наборе макси-
мальных граней следует выделить подмножество граней, по-
крывающее Nf и имеющее минимальную сумму рангов (мак-
симальную сумму размерностей).

Задачи и упражнения

12.1. Импликанту длины k функции f(x1, . . . , xn) предста-
вить в виде дизъюнкции импликант длины l+k, где l+k � n.

12.2.Можно ли импликанту функции f представить в виде
дизъюнкции двух отличных от нее импликант разных длин?

12.3. Доказать, что элементарная конъюнкция xa1

i1
. . . xak

ik

является простой импликантой функции f(x1, . . . , xn) тогда и
только тогда, когда

fa1,...,ak

i1,...,ik
(x1, . . . , xn) ≡ 1 и f

aj1
,...,ajr

ij1
,...,ijr

(x1, . . . , xn) �≡ 1

при любом наборе {j1, . . . , jr} � {i1, . . . , ik}.
12.4. Найти число булевых функций от n переменных, для

которых данная элементарная конъюнкция ранга k является
импликантой (простой импликантой).

12.5. Доказать, что всякая простая импликанта длины n
булевой функции f(x1, . . . , xn) входит в любую ДНФ этой
функции.

12.6. Доказать, что переменная xi, 1 � i � n, является
существенной для функции f(x1, . . . , xn) тогда и только тогда,
когда xi входит в сокращенную ДНФ функции f .

12.7. Доказать, что сокращенная ДНФ функции ϕ1 ∨ϕ2 �≡
�≡ 1, где ϕ1 и ϕ2 — функции от разных переменных, может
быть получена как дизъюнкция сокращенных ДНФ функций
ϕ1 и ϕ2. Справедливо ли это утверждение для произвольных
ϕ1 и ϕ2?

12.8. Доказать, что еслиKi есть простая импликанта функ-
ции ϕi, i = 1, 2, где ϕ1 и ϕ2 — функции от разных переменных,
то K1K2 — простая импликанта функции ϕ1ϕ2. Справедливо
ли это утверждение для произвольных ϕ1 и ϕ2?

12.9. Построить сокращенную ДНФ функции из ее совер-
шенной ДНФ по алгоритму Мак-Класки:

а) (1111001110101001);
б) (((x1 → x2) → x3) → x4);
в) x1x2x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ 1.
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12.10. Обосновать алгоритм Нельсона нахождения сокра-
щенной ДНФ функции f(x1, . . . , xn), состоящий в том, что
в произвольной КНФ функции сначала раскрываются скобки
по закону дистрибутивности, а затем из получившейся ДНФ
вычеркиваются буквы и слагаемые с использованием законов
идемпотентности, поглощения и противоречия.

12.11. Построить сокращенную ДНФ функции по алгорит-
му Нельсона:

а) (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x4)(x3 ∨ x4);
б) (x1 ∨ x2)x4 ∨ x2x3(x1 ∨ x4).
12.12. Построить сокращенную ДНФ функции по алгорит-

му Блейка:
а) x1x2x3 ∨ x1x2x4 ∨ x2x3x4 ∨ x1x2x3x4;
б) (x1x2 ∨ x3)(x1x3x4 ∨ x2x4)(x1 ∨ x3x4);
в) (0101000011001000).
12.13. Доказать, что число всех простых импликант у лю-

бой функции f не превосходит числа 1
2‖f‖(‖f‖+ 1).

12.14. Простая импликанта ϕ функции f называется ядро-
вой, если она входит в любую тупиковую ДНФ функции f .
Доказать, что простая импликанта является ядровой тогда и
только тогда, когда на некотором наборе значений переменных
ϕ обращается в единицу, а остальные импликанты из сокра-
щенной ДНФ функции f — в нуль.

12.15. Выделить ядровые импликанты в сокращенных ДНФ
из задач 12.9, 12.11 и 12.12.

12.16. Показать, что число ядровых импликант у любой
функции f от n переменных не превосходит 2n−1.

12.17. Доказать, что мощность подмножества из Ωn
2 , не

содержащего соседних наборов (т. е. наборов, отличающихся
ровно в одной координате), не превышает 2n−1.

12.18. Описать все подмножества из Ωn
2 , мощности 2n−1

без соседних наборов.
12.19. Доказать критерий поглощения, используя задачу

12.3.
12.20. Пусть ϕ1, ϕ2, ϕ3 — простые импликанты функции

рангов r1, r2, r3, соответственно, и

ϕ1 ∨ ϕ2 ∨ ϕ3 ≡ ϕ2 ∨ ϕ3.

Показать, что r2 + r3 � r1 + 2.
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12.21. Пользуясь критерием поглощения, выяснить, явля-
ется ли тупиковой ДНФ функции от пяти переменных

x1x2x3 ∨ x1x3x4 ∨ x1x4x5 ∨ x2x3x5.

12.22. Построить все тупиковые ДНФ для функций из за-
дач 12.9, 12.11 и 12.12.

12.23. Сколько тупиковых ДНФ у функции, имеющей 2n−1

ядровых импликант?
12.24. Показать, что число тупиковых ДНФ для любой

булевой функции f(x1, . . . , xn) не превосходит
(
3n

2n

)
.

12.25. Доказать, что у любой аффинной функции

f(x1, . . . , xn) = a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ . . . anxn ⊕ an+1, ai ∈ Ω2

существует единственная тупиковая ДНФ, совпадающая с со-
кращенной ДНФ. Дать геометрическую интерпретацию дан-
ному факту.

12.26. Доказать, что в сокращенную ДНФ монотонной
функции f все переменные входят без отрицания, и она явля-
ется единственной МДНФ функции f .

12.27. Показать, что длина любой МДНФ произвольной
булевой функции f(x1, . . . , xn) не превышает n2n−1.

12.28. Доказать, что для произвольных булевых функций

f, ϕ, Ψi, i ∈ 1, m

имеют место соотношения:
а) f ≡ ϕ ⇔ Nf = Nϕ;
б) Nfϕ = Nf ∩ Nϕ;
в) Nf∨ϕ = Nf ∪ Nϕ;
г) f ∨ ϕ ≡ f ⇔ Nϕ ⊂ Nf ;

д) f ≡
m∨

i=1

Ψi ⇔ Nf =
m⋃

i=1

NΨi
.

12.29. Построить нелинейную булеву функцию от 4-х пе-
ременных, у которой:

а) минимальная ДНФ единственная;
б) существует по крайней мере две МДНФ.
12.30. Может ли сокращенная ДНФ, отличная от мини-

мальной ДНФ той же функции f , совпадать с ее совершенной
ДНФ?
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12.31. Пользуясь изображением 4-мерного куба на плоско-
сти, найти сокращенные ДНФ и МДНФ функций:

а) (1110101111000111);
б) x1x2 → x3 ∨ (x1 → x4)(x2x3 ∨ x4);
в) x1x2x3 ⊕ x2x3 ⊕ x3x4 ⊕ x4 ⊕ 1.
12.32. Найти минимальные ДНФ функций из задач 12.9,

12.11 и 12.12.
12.33. Доказать, что при замене в МДНФ функции f зна-

ка ∧ на ∨ и ∨ на ∧ получится минимальная КНФ функции f∗.
12.34. Используя принцип двойственности, найти мини-

мальные КНФ для функций из задач 12.9, 12.11, 12.12 и 12.31.

§ 13. Контактные и функциональные схемы

Граф Γ (возможно, с кратными ребрами), у которого выде-
лено k вершин, называемых полюсами, и каждое ребро поме-
чено символом из набора (x1, x2, . . . , xn, x1, x2, . . . , xn) будем
называть k-полюсной контактной схемой, или просто — кон-
тактной схемой (КС).

Ребра КС, помеченные символами переменных или пере-
менных с отрицаниями, называются контактами. Контакт на-
зывается замыкающим, если он помечен символом перемен-
ной, и размыкающим, если он помечен символом переменной
с отрицанием.

Каждой паре полюсов КС сопоставим булеву функцию по
следующему правилу. Пусть c и d — два полюса КС Σ, [c, d] =
= xa1

i1
, xa2

i2
, . . . , xam

im
— некоторая цепь в графе Γ, соединяющая

c и d, K[c,d] — элементарная конъюнкция xa1

i1
xa2

i2
. . . xam

im
. Функ-

ция fcd(x1, . . . , xn), определяемая формулой

fcd(x1, . . . , xn) =
∨
[c,d]

K[c,d],

в которой дизъюнкция берется по всем простым цепям схемы,
соединяющим полюсы c и d, называется функцией проводи-
мости между полюсами c и d схемы Σ. Говорят, что схема
Σ реализует функцию g(x1, . . . , xn), если в ней существуют
полюсы c и d такие, что

g(x1, . . . , xn) = fcd(x1, . . . , xn).
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В тех случаях, когда число полюсов не указывается, речь
всегда будет идти о двухполюсных схемах. Две КС называ-
ются эквивалентными, если они реализуют одну и ту же бу-
леву функцию. Сложностью КС называется число ее контак-
тов. КС, имеющая наименьшую сложность среди эквивалент-
ных ей схем, называется минимальной. Сложностью булевой
функции f в классе контактных схем (обозначение: Lk(f))
называется сложность минимальной КС, реализующей f .

Определим также понятие функциональной схемы (ФС) в
базисе B, состоящем из булевых функций.

Функциональная схема строится из полюсов и из элемен-
тов, соответствующих функциям из B. Каждой функции f из
B ставится в соответствие элемент, обозначаемый в виде точ-
ки с n входами и одним выходом, указанная точка помечается
символом f .

Прежде чем определять понятие функциональной схемы,
определим вспомогательные понятия сети и ее вершин (см.
[19]).

Определение 1. Сеть строится из полюсов, обозначаемых
кружками вида ◦, и из заданной системы элементов следую-
щим индуктивным образом:

1. Полюс есть сеть. Он является единственной вершиной
этой сети.

2. Объединение двух сетей без общих вершин есть сеть.
Ее вершинами являются все вершины исходных сетей.

3. Результат присоединения каждого входа элемента к опре-
деленной (единственной) вершине сети есть сеть. Ее верши-
нами являются все вершины исходной сети и выход присоеди-
ненного элемента.

4. Других сетей нет.
Полюсы сети называются также ее входами.
Определение 2. Функциональной схемой в базисе B на-

зывается сеть, в которой:
1. Каждому входу (полюсу) сопоставлен символ из множе-

ства X = {x1, x2, . . .} так, что разным входам сопоставлены
разные символы.

2. Каждому элементу с n входами сопоставлена некоторая
функция от n переменных из B.
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3. Выделено некоторое подмножество вершин, называемых
выходами схемы.

Теперь определим функции, реализуемые ФС в базисе B.
Для этого каждой вершине a схемы сопоставим булеву функ-
цию fa, положив:

1) fa = xi, если a есть полюс, которому сопоставлен сим-
вол xi ∈ X ;

2) fa = ψ(ϕ1, . . . , ϕn), если a есть выход элемента с n вхо-
дами, ψ — функция из B, сопоставленная этому элементу, а
ϕ1, . . . , ϕn — функции, сопоставленные вершинам, с которыми
соединены соответствующие входы указанного элемента.

Говорят, что ФС реализует булевы функции, сопоставлен-
ные ее выходным вершинам.

Сложностью функциональной схемы S называют число
LΦ(S) ее элементов. Наименьшая из сложностей ФС в базисе
B, реализующих функцию f , называется сложностью функ-
ции f в классе ФС с базисом B и обозначается LΦ(f). Мак-
симальное значение LΦ(f) по всем булевым функциям от n
переменных называется функцией Шеннона для ФС и обозна-
чается LΦ(n). Таким образом,

LΦ(n) = max
f∈F2(n)

LΦ(f).

Известна полученная О. Б. Лупановым (см. [12]) асимптоти-
ческая формула для функции Шеннона:

LΦ(n) ∼ 2n

n
.

Задачи и упражнения

13.1. Построить КС и ФC в базисе B = {∨,∧,– }, реали-
зующие функции:

а) (x1x2x3 ∨ x1x3)(x2 ∨ x1x3);
б) x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ 1.
13.2. Построить ФС в базисах B1 = {x1 ↑ x2} и B2 =

= {x1|x2}, реализующие функции из задачи 13.1 (элементы
этих базисов в инженерной практике называют «ИЛИ–НЕ» и
«И–НЕ», соответственно).
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13.3. Построить методом каскадов (см. [15]) трехполюсную
КС, реализующую систему функций:

{((x1x2 → x3) → x2x3) → x4; (0010110100111010)T}.

13.4. Построить методом каскадов КС для трехразрядно-
го сумматора чисел в двоичной системе счисления. Оценить
сложность полученной схемы.

13.5. Построить электрическую схему из замыкающих и
размыкающих реле (контактов), в которой одну лампочку мож-
но было бы включать и выключать независимо с помощью
любого из четырех выключателей («проходные выключате-
ли»). Каждый из выключателей может одновременно управ-
лять несколькими замыкающими и размыкающими контак-
тами.

13.6. Построить электрическую схему с тремя выключа-
телями, которая замыкается тогда и только тогда, когда за-
мкнуты либо ровно один, либо ровно два выключателя. При
построении используйте не более шести контактов.

13.7. В комитете из пяти человек решение выносится боль-
шинством голосов, и решение не принимается, если председа-
тель голосует «против». Построить схему, в которой голосо-
вание «за» производилось бы нажатием кнопки и в случае
принятия решения загоралась сигнальная лампочка.

13.8. Доказать, что если замыкающий контакт какого-либо
реле включен последовательно с некоторой контактной схе-
мой, то в схеме (без изменения реализуемой функции) все
остальные замыкающие контакты указанного реле можно за-
коротить, а размыкающие — удалить.

13.9. Если замыкающий контакт какого-либо реле вклю-
чен параллельно некоторой контактной схеме, то в этой схеме
(без изменения реализуемой функции) все остальные замыка-
ющие контакты данного реле могут быть удалены, а размыка-
ющие контакты — закорочены.

13.10. Сформулировать и решить задачи, двойственные за-
дачам 13.8 и 13.9.
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13.11. Упростить схемы:

13.12. Обозначим символом LA(f) сложность булевой
функции f в классе функций {∨,∧,– }, под которой будем
понимать минимальное количество символов переменных, вхо-
дящих в формулу над этим классом, реализующую данную
функцию.

Показать, что LA(f) � LK(f) для любой булевой функции
f , отличной от константы.

13.13. Верно ли, что для всех булевых функций f выпол-
няется соотношение LK(f) = LK(f)?

13.14. Найти сложности контактных и функциональных
схем, построенных в задачах 13.1 и 13.2.

13.15. Пусть базисы B1 и B2 образуют полные системы бу-
левых функций. Обозначим L′

Φ(f) и L′′
Φ(f) сложности функ-

ции f в классе ФС с базисами B1 и B2, соответственно.
Доказать существование такой константы C, что для любой
функции f выполняются неравенства: L′

Φ(f) � C · L′′
Φ(f) и

L′′
Φ(f) � C · L′

Φ(f).
13.16. Доказать существование констант C1, C2, C1 � C2,

таких что

Cn
1 � FΦ(n) � Cn

2 .

13.17. Контактная схема, реализующая функцию f и име-
ющая сложность LK(f), называется минимальной.

а) Построить минимальную контактную схему для функ-
ции

(0001011101111111).

б) Верно ли, что минимальная контактная схема, реализу-
ющая монотонную функцию, не содержит размыкающих кон-
тактов?
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§ 14. Функции k-значной логики

Пусть Ωk — множество, состоящее из k элементов, которые
мы будем обозначать 0, 1, . . . , k − 1.

Функцией k-значной логики от n переменных (n-местной
функцией) называется любое отображение f : Ωn

k → Ωk,
n ∈ N. При n = 0 функциями k-значной логики называют
константы 0, 1, . . . , k − 1.

Множество всех функций k-значной логики обозначим
символом Fk, а множество n-местных функций k-значной ло-
гики — Fk(n).

Перечислим некоторые часто используемые функции k-
значной логики.

1. x + y — сумма по модулю k.
2. x − y — разность по модулю k.
3. x · y — произведение по модулю k.

4. x1
.
— x2 =

{
0, если x1 � x2;

x1 − x2, если x1 > x2
.

5. δa(x) =

{
1, если x = a
0, в противном случае.

6. Ja(x) =

{
k − 1, если x = a

0, в противном случае.
7. Аналог дизъюнкции: x1 ∨ x2 = max{x1, x2}.
8. Аналог конъюнкции: x1 ∧ x2 = min{x1, x2}.
9. Отрицание Поста: x̄ = x + 1.
10.Отрицание Лукашевича: ∼ x = k − 1 − x.
11. Функция Вэбба: Vk = x1 ∨ x2 = max{x1, x2} + 1.

При решении задач этого параграфа используются следу-
ющие критерии полноты систем функций k-значной логики:

Критерий 1. Система K функций k-значной логики пол-
на тогда и только тогда, когда одновременно выполняются
условия:

1) система K не сохраняет бинарного отношения сравни-
мости по собственным делителям числа k;

2) замыкание системы K содержит функции x1 + x2,
x1 · x2 и 1.

Критерий 2 (Слупецкого). Пусть система K функций
k-значной логики такова, что ее замыкание [K] содержит все
функции от одного переменного. Система K является полной
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тогда и только тогда, когда она содержит хотя бы одну
существенную функцию, т. е. функцию, существенно зави-
сящую от не менее чем двух переменных и принимающую все
значения из множества Ωk.

Задачи и упражнения

14.1. Дать индуктивное определение формулы над классом
K функций k-значной логики и представимости функций из
Fk формулами над K.

Доказать, что функции, сопоставленные одной и той же
формуле при выборе различных допустимых наборов перемен-
ных, получаются одна из другой путем добавления и удаления
фиктивных переменных.

14.2. Из операций {+, ·,∨,∧} на множестве Ωk выделить
такие пары операций, из которой первая — лево (право) —
дистрибутивна относительно второй.

14.3. Из системы функций k-значной логики

K = {x1 + x2, x1 − x2, x1 · x2, x1 ∨ x2, x1 ∧ x2}
выбрать функции:

а) сохраняющие отношение сравнимости по делителям
числа k;

б) сохраняющие константы из Ωk;
в) монотонно возрастающие;
г) монотонно убывающие.
14.4. Какие из функций системы K предыдущей задачи

представляются формулами над системой остальных функ-
ций?

14.5. Описать замыкание класса K функций k-значной ло-
гики, если:

а) K = {C0(x)}, где C0(x) = 0 при любом x;
б) K = {x1 + x2};
в) K = {x1 + x2, 1};
г) K = {x1 + x2, x1x2, 1};
д) K = {x1 ∧ x2}.
14.6. Выяснить вопрос о полноте системы K функций

k-значной логики, если K получена добавлением к системе
функций K1 = {x1 + x2, x1x2, 1} одной функции f :

а) f = x1 ∨ x2;
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б) f = x1 ∧ x2;
в) f = x1

.— x2;
г) f = x̃;
д) f = Ja(x);
е) f = δa(x).
14.7. Сформулировать и доказать необходимое и доста-

точное условие полноты системы функций k-значной логики
{1, xy, x + y, γa(x)}, где

γa(x) =

{
a, если x = a,
0, если x �= a.

14.8. Доказать, что из всякой полной системы функций
k-значной логики можно выделить конечную полную подси-
стему.

14.9. Пользуясь критерием Слупецкого, доказать полноту
следующих систем функций k-значной логики:

а) {f1(x), f2(x), f3(x), f4(x1, x2)}, где

f1(x) = x + 1, f2(x) =

{
1 − x, если x ∈ {0, 1}

x, если x /∈ {0, 1} ,

f3(x) =

{
1, если x = 0
x, если x �= 0

,

а f4 — произвольная существенная функция;
б) {1; x + y; Jk−1(x)}.
14.10. Доказать, что следующие системы функций k-знач-

ной логики не полны:
а) {1, 2, x .

— J2(x), max(x, y)};
б) {∼ x, max(x, y)};
в) {∼ x, min(x, y), xy2}.
14.11. Представить многочленом над кольцом Zk следую-

щие функции:
а) f = Jk−2(x), k — произвольное простое число;
б) f = δ1(x), k = 5;
в) f = min(x, y), k = 3;
г) f = max(x, δ2(y)), k = 7.
14.12. Доказать, что при составном k следующие функ-

ции k-значной логики не представимы многочленами над коль-
цом Zk:
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а) δa(x), 0 � a � k − 1;
б) x1

.— x2;
в) max(x, y);
г) min(x, y).
14.13. Доказать, что любая 4-значная функция, представи-

мая многочленом над кольцом Z/4, представляется многочле-
ном степени не выше 3.

14.14. Пусть k = 2n. Представим каждый элемент

x =

n∑
i=1

2n−ixn−i ∈ Ωk

в координатном виде

x = (xn−1, . . . , x1, x0)

и определим операцию ⊕ на множестве Ωk, положив для
x, y ∈ Ωk:

x ⊕ y = (xn−1 ⊕ yn−1, . . . , x0 ⊕ y0),

где xi ⊕ yi — сумма по модулю 2.
1. Найти представления функции x ⊕ y многочленом при

n = 2, 3.
2. Выразить координаты суммы x ⊕ y как булевы функции

от xi, yi.
3. Выяснить, для каких x, y ∈ Ωn

k имеет место равенство
x ⊕ y = x + y.

4. Оценить долю пар векторов из Ωn
2 × Ωn

2 , для которых
имеет место равенство x ⊕ y = x + y.

14.15. Пусть G — группа всех подстановок множества Ωn
k .

1. Найти условия эквивалентности двух функций из Fk(n)
относительно группы G.

2. Найти число функций из Fk(n), инвариантных относи-
тельно группы G.

3. Найти порядок группы инерции функции f ∈ Fk(n) и
число функций, эквивалентных f относительно группы G, ес-
ли известен вес функции f , т. е. упорядоченный набор целых
чисел (r0, r1, . . . , rk−1), где ri есть число элементов из Ωn

k , на
которых функция f принимает значение i.
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14.16. При k = 2n множество Ωk можно отождествить с
Ωn

2 , представив каждое из чисел в Ωk в виде двоичного векто-
ра длины n (см. задачу 14.14). Тогда Ωm

k можно отождествить
с Ωmn

2 , т. е. с mn-мерным векторным пространством над полем
GF (2). Обозначим через Σmn группу сдвигов этого простран-
ства и через Smn группу преобразований Ωmn

2 , заключающих-
ся в перестановках координат векторов из Ωmn

2 .
Найти группы инерции функций

x ⊕ y, x + y, x ∨ y

в группах Σ2n и S2n. Здесь x∨ y — операция покоординатной
дизъюнкции x, y как векторов.

14.17. Пусть (G, ∗) — произвольная группа порядка n с
элементами 1, . . . , n. Доказать, что группа инерции k-значной
функции

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zn) =

= z1 +x1 + . . .+xn +z1z2 + . . .+zn−1zn +
∑
i,j

xiyjzi∗j−1 , k � 2,

в симметрической группе S3n изоморфна группе G.
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ТЕОРИЯ АЛГОРИТМОВ

§ 15. Понятие алгоритма

В этом параграфе рассматриваются три эквивалентных
определения алгоритма: машина Тьюринга, частично рекур-
сивные функции и нормальные алгоритмы Маркова.

Пусть A = {a0, a1, . . . , am} — непустой конечный алфа-
вит. Назовем A внешним алфавитом машины Тьюринга. Сло-
ва в алфавите A записываются на ленту машины, разбитую
на ячейки, так что в каждую ячейку записывается одна буква
алфавита A. Лента бесконечна в обе стороны. Символ a0 на-
зывается пустым символом. В каждый момент времени лишь
конечное число ячеек на ленте содержит непустые символы.

Машина Тьюринга осуществляет переработку слов в ал-
фавите A по тактам под действием управляющего устройства
(УУ). Последнее в каждый такт находится в одном из конеч-
ного множества состояний Q = {q0, q1, . . . , qn}. УУ связано
с лентой считывающей и записывающей головкой, которая в
каждый такт находится напротив одной из ячеек ленты (обо-
зревает одну ячейку). По команде УУ, зависящей от текущего
состояния и от содержимого обозреваемой ячейки, машина
или останавливается, или переходит в новое состояние. В по-
следнем случае головка заменяет символ, стоящий в обозрева-
емой ячейке, тем же или другим символом из A и остается на
месте, либо сдвигается на одну ячейку вправо, либо сдвигает-
ся на одну ячейку влево. Оказавшись в состоянии qn, УУ оста-
навливает работу машины (qn называют стоп-состоянием).
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Если в некотором такте работы машины Тьюринга на ее
ленте записано слово ai1ai2 . . . aik

(остальные символы — пу-
стые), УУ находится в состоянии qj и головка обозревает
ячейку, содержащую букву air

, то всю эту информацию можно
записать одной конфигурацией

ai1ai2 . . . air−1
qjair

. . . aik
.

При переходе к новому такту конфигурация меняется согласно
системе команд машины Тьюринга. Каждая команда записы-
вается в виде

qjai → qsatΔ,

где qj (j �= n) — текущее состояние, qs — новое состояние,
ai — обозреваемый символ, at — символ, на который заме-
няется ai, Δ — одна из команд: оставаться на месте (H),
сдвинуться вправо (R), сдвинуться влево (L). Слово qjai на-
зовем левой частью команды. Каждое слово вида qjai, i =
= 0, 1, . . . , m, j = 0, 1, . . . , n − 1, является левой частью ровно
одной команды.

Для всякого x ∈ N0 обозначим через 1x+1 слово 11 . . . 1
(x + 1 раз). Пусть D ⊆ Nk

0 , и f : D → N0. Будем говорить, что
машина Тьюринга M вычисляет функцию f , если для всякого
вектора (x1, x2, . . . , xk) ∈ D она переводит конфигурацию

q001x1+101x2+10 · · · 01xk+10 (3.1)

в конфигурацию qn01f(x1,...,xk)+10, а для всякого вектора

(x1, x2, . . . , xk) �∈ D

машина M, стартуя с конфигурации (3.1), не останавливается.
Класс функций, для каждой из которых существует вычис-
ляющая ее машина Тьюринга, называется классом функций,
вычислимых по Тьюрингу.

Всюду далее через M(P ) будем обозначать результат при-
менения машины Тьюринга M к слову P в алфавите A.

Определим класс частично рекурсивных функций. Следу-
ющие функции назовем базисными:

1) s(x) = x + 1 — функция следования;
2) o(x) ≡ 0 — нулевая функция;
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3) In
m(x1, x2, . . . , xn) = xm (1 � m � n), n = 1, 2, . . . —
функция выбора аргумента.

Частично рекурсивными называются функции, полученные из
базисных с помощью конечной серии следующих операций:

1. Суперпозиция. Вход: функции

f(x1,...,xm), g1(x1,...,xn), g2(x1,...,xn), ..., gm(x1,...,xn).

Выход: функция

h(x1, . . . , xn) = f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)).

2. (Примитивная) рекурсия. Вход: функции

g(x1, . . . , xn−1), h(x1, . . . , xn, xn+1).

Выход: функция f(x1, . . . , xn), определенная равенства-
ми

f(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1),

f(x1, . . . , xn−1, y + 1) =

= h(x1, . . . , xn−1, y, f(x1, . . . , xn−1, y)), y � 0.

3. Минимизация. Вход: функция f(x1, . . . , xn−1, xn). Вы-
ход: функция

g(x1, . . . , xn−1, xn),

принимающая на наборе (a1, . . . , an−1, an) значение, рав-
ное минимальному y со свойствами:

a) f(a1, . . . , an−1, y) = an;
б) для всякого z ∈ {0, 1, . . . , y − 1} функция

f(x1, . . . , xn) определена на наборе (a1, . . . ,
. . . , an−1, z).

В случае, если таких y нет, функция g не определена
на наборе (a1, . . . , an).

Примитивно рекурсивными называются функции, которые
можно получить из базисных с помощью операций суперпози-
ции и рекурсии. Общерекурсивными называются всюду опре-
деленные частично рекурсивные функции. Между классами
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Kчр частично рекурсивных функций, Kпр примитивно рекур-
сивных функций и Kор общерекурсивных функций имеется
соотношение:

Kчр ⊃ Kор ⊃ Kпр

(оба включения строгие).
Нормальный алгоритм (НА) Маркова A перерабатывает

слова в счетном алфавите A в соответствии с некоторой схе-
мой вида

P1 → (·)Q1, P1 → (·)Q2, . . . , Ps → (·)Qs, (3.2)

где Pi, Qi — конечные слова в алфавите A′ ⊇ A, i = 1, 2, . . . , s,
а символ (·) означает, что точка в записи может присутство-
вать или отсутствовать. Слова вида Pi → ·Qi называются за-
ключительными формулами, а слова вида Pi → Qi — просты-
ми формулами. Если A′ = A, то A называется НА в алфавите
A, в противном случае A — НА над алфавитом A.

Переработка слова P в алфавите A осуществляется следу-
ющим образом. По схеме (3.2) и слову P строится последова-
тельность слов

P (0) = P, P (1), P (2), . . .

Пусть для какого-то i � 0 слово P (i) построено, и процесс по-
строения рассматриваемой последовательности еще не завер-
шился. Если в схеме (3.2) нет формул, левые части которых
входят в P (i) в качестве подслова, то полагаем P (i+1) = P (i),
и процесс построения последовательности на этом завершен.
В противном случае в качестве P (i+1) берется результат под-
становки правой части первой из таких формул вместо первого
вхождения ее левой части в слово P (i). При этом процесс по-
строения последовательности считается завершившимся, если
примененная на этом шаге формула была заключительной, и
продолжающимся в противном случае. Если процесс постро-
ения упомянутой последовательности обрывается, то говорят,
что алгоритм A применим к слову P . Последний член Q этой
последовательности считается результатом применения алго-
ритма A к слову P . При этом пишут A(P ) = Q.
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Пусть D ⊆ Nk
0, и f : D → N0. Нормальный алгоритм A

вычисляет функцию f , если он применим к тем и только тем
словам вида

1x1+1 ∗ 1x2+1 ∗ · · · ∗ 1xk+1,

для которых (x1, . . . , xk) ∈ D, причем в случае применимости

A(1x1+1 ∗ 1x2+1 ∗ · · · ∗ 1xk+1) = 1f(x1,...,xk)+1.

Функции, для которых существует вычисляющий их нормаль-
ный алгоритм, называются вычислимыми по Маркову. Семей-
ства частично рекурсивных функций, функций, вычислимых
по Тьюрингу, и функций, вычислимых по Маркову, совпадают.

Задачи и упражнения

15.1. Построить схемы нормальных алгоритмов, осуществ-
ляющих переработку слов P в алфавите A:

a) A(P ) = PQ, Q — фиксированное слово;
б) A(P ) = QP , Q — фиксированное слово;
в) A(P ) = PP ;
г) A(P ) = PP̆ , P̆ — обращение слова P (буквы слова P

записаны в обратном порядке).
15.2. Построить схемы нормальных алгоритмов над алфа-

витом A (через W (A) обозначено множество всех слов конеч-
ных длин в алфавите A):

a) по распознаванию наличия одинаковых букв в слове из
W (A);

б) по распознаванию четности длины слова из W (A);
в) по распознаванию симметрии слова из W (A).
15.3. Пользуясь свойством нормализуемости композиции

нормальных алгоритмов, построить схему нормального алго-
ритма по переработке слов в алфавите A:

a) A(P ) = Q1PQ2; Q1, Q2 — фиксированные слова из
W (A);

б) A(P ) = QPP , Q — фиксированное слово;
в) A(P ) = PPQ, Q — фиксированное слово.
15.4. Пусть A1, A2, B — нормальные алгоритмы по пере-

работке слов в алфавите A. Построить схему нормального
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алгоритма A такого, что для всякого P ∈ W (A):

A(P ) =

{
A1(P ), если B(P ) = ∧ ;

A2(P ), если B(P ) = Q �= ∧ .

A не применим к P , если к P не применим B. Алгоритм A на-
зывается разветвлением алгоритмов A1, A2 под управлением
алгоритма B.

15.5. Пусть l(P ) — длина слова P . Пользуясь результатами
задачи 15.4, построить нормальные алгоритмы для переработ-
ки слов в алфавите A:

а) A(P ) =

{
PQ, если l(P ) четна;

QP, если l(P ) нечетна;

б) A(P ) =

{
P, если в P есть одинаковые буквы;

P̆ — в противном случае.
15.6. Построить схемы нормальных алгоритмов для на-

хождения суммы, разности, произведения и наибольшего об-
щего делителя двух натуральных чисел, записанных в алфа-
вите {1}.

15.7. Построить машину Тьюринга для вычисления ариф-
метических функций при условии, что числа записываются в
алфавите {1}:

a) x + 1;
б) x + y;
в) x −̇ y;
г) x − y;
д) x

2 при четном x;

е)
[

x
2

]
.

15.8. Построить машину Тьюринга для распознавания:
a) длин слов в алфавите A;
б) равенства двух чисел, записанных в двоичной системе

счисления;
в) равенства двух слов в алфавите A;
г) симметрии слов в алфавите {1, 0}.
15.9. Построить машину Тьюринга и НА для покоординат-

ных операций ⊕,∨,∧ над двоичными векторами.
15.10. Доказать, что для любой машины Тьюринга M с

алфавитами A и Q существует нормальный алгоритм A в ал-
фавите A∪Q такой, что для любого машинного слова P верно
равенство M(P ) = A(P ).
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15.11. Сформулируйте проблему самоприменимости маши-
ны Тьюринга с внешним алфавитом A = {0, 1} и докажите,
что она неразрешима.

15.12. Доказать, что следующие арифметические функции
являются примитивно рекурсивными:

a) x + y;
б) x −̇ y;
в) xy;
г) xy;
д) x!;
е) |x − y|;
ж)max{x, y};
з) min{x, y};
и) sgnx (1, если x > 0, и 0, если x = 0).
15.13. Пусть g(x1, . . . , xn, xn+1) — примитивно рекурсив-

ная функция. Доказать, что примитивно рекурсивна функция

f(x1, . . . , xn, xn+1) =

xn+1∑
i=0

g(x1, . . . , xn, i).

15.14. Доказать, что следующие арифметические функции
являются частично рекурсивными:

а)
[

x
y

]
— неполное частное от деления x на y �= 0 с остат-

ком
[

x
0

]
= x;

б) res(x, y) — остаток от деления x на y �= 0 с остатком
res(x, 0) = x;

в) τ(x) — число положительных делителей числа x, τ(0) =
= 0;

г) σ(x) — сумма делителей числа x, σ(0) = 0;
д) h(x) — число простых делителей числа x, h(0) = 0;
е) π(x) — число простых чисел, не превосходящих x;
ж) k(x, y) — наименьшее общее кратное x и y, где k(x, 0) =

= k(0, y) = 0;
з) d(x, y) — наибольший общий делитель x и y, где

d(0, 0) = 0;
и) p(x) — x-е простое число (p(0) = 2, p(1) = 3, p(2) =

= 5, . . . );
к) long x — номер наибольшего простого делителя чис-

ла x;
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л) ex(x, y) — показатель степени x-го простого числа p(x)
в каноническом разложении на простые множители чис-
ла y, ex(x, 0) = 0;

м) [
√

x];
н)

[
x
√

2
]
;

о) [e · x];
п) [ex].
15.15. Доказать, что следующие арифметические функции

частично рекурсивны:

a) f(x, y) =

{
x − y , если x � y;

не определена, если x < y;

б) f(x, y) =

{
x
y

, если y | x;

не определена в противном случае.
15.16. Привести примеры, в которых из общерекурсивных

функций с помощью оператора минимизации μ получается:
a) общерекурсивная функция;
б) не общерекурсивная функция.
15.17.Множество A натуральных чисел называется прими-

тивно рекурсивным, если примитивно рекурсивной является
его характеристическая функция

χA(x) =

{
1, если x ∈ A;
0, если x �∈ A.

Доказать, что примитивно рекурсивными являются:
a) любое конечное множество натуральных чисел;
б) множество четных натуральных чисел;
в) множество натуральных чисел вида {ax + b | x ∈ N0},

a, b ∈ N.
Привести пример множества A ⊆ N0, не являющегося прими-
тивно рекурсивным.

15.18. Доказать, что пересечение и объединение двух при-
митивно рекурсивных множеств является примитивно рекур-
сивным множеством.

15.19. Пусть p — n-местный предикат на множестве N0.
Предикат p называется рекурсивным, если общерекурсивной
является определяющая его (характеристическая) функция

χp(x1, . . . , xn) =

{
1, если p(x1, . . . , xn) = И;
0, если p(x1, . . . , xn) = Л.
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Доказать, что следующие предикаты рекурсивны:

a) «x = y»;
б) «x + y = z»;
в) «x · y = z»;
г) «x, y — одной четности».

Привести пример предиката, не являющегося рекурсивным.

§ 16. Сложность алгоритмов

Пусть A — непустой конечный алфавит, W (A) — множе-
ство всех слов конечных длин в алфавите A, A — любой ал-
горитм переработки слов из W (A), W1(A) — множество всех
слов, к которым применим A. В данном параграфе мы бу-
дем интересоваться лишь временно́й сложностью алгоритмов.
В связи с этим под сложностью алгоритма A будем пони-
мать функцию fA : W1(A) → N, значение которой на слове
P ∈ W1(A) равно числу шагов алгоритма A, затрачиваемых
на переработку слова P . Так как значение такой функции на
каждом фиксированном слове определить сложно, то на прак-
тике обычно ограничиваются более грубой оценкой сложности
с помощью частично определенной арифметической функции
tA : N → N. Ее значение в точке n ∈ N равно максимальному
значению функции fA на всех словах длины n из W1(A), если
такие слова есть, и не определено в противном случае. Задача
точного определения функции tA также в общем случае яв-
ляется сложной. В связи с этим чаще всего довольствуются
указанием лишь порядка роста функции tA при возрастании
аргумента n. А именно, говорят, что функция tA(n) асимпто-
тически не превосходит функцию g(n), и пишут

tA(n) = O(g(n)),

если существует такая константа c > 0, не зависящая от n,
что

lim
n→∞

(tA(n)/g(n)) � c.

Если при этом функция g(n) является многочленом над коль-
цом целых чисел Z, то алгоритм A называют полиномиальным.
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При сравнении сложностей различных алгоритмов необхо-
димо учитывать сложности преобразований слов на отдельных
шагах алгоритмов. Так, например, при реализации алгоритма
машиной Тьюринга в преобразуемом слове за один шаг можно
заменить не более одной буквы, в то время как нормальным
алгоритмом за один шаг в преобразуемом слове могут заме-
няться достаточно длинные подслова. Компьютерные вычисле-
ния лучше моделируются машинами Тьюринга, чем нормаль-
ными алгоритмами. Если алгоритм A реализуется машиной
Тьюринга M, то вместо tA(n) пишут tM(n).

Для решения одной и той же массовой задачи R по пере-
работке слов из W (A) может существовать много различных
алгоритмов. Под сложностью задачи R понимается функция
T (n) = min(tA(n)), где минимум берется по всем алгоритмам
A, решающим задачу R. Функция T (n) называется сложност-
ной функцией Шеннона для задачи R. Так как обозреть все
алгоритмы, решающие данную задачу, как правило, не удает-
ся, то на практике, в основном, ограничиваются нахождением
верхних оценок функции T (n), используя для этого оценки
сложности наиболее экономных известных либо вновь изоб-
ретаемых алгоритмов решения указанной задачи. Если для ре-
шения задачи найдется хотя бы один алгоритм полиномиаль-
ной сложности, то задача называется полиномиальной. Класс
всех полиномиальных задач обозначается буквой P.

Говорят, что задача R полиномиально сводится к задаче
R1, если по любой машине Тьюринга M1, решающей зада-
чу R1, можно построить машину Тьюринга M для решения
задачи R такую, что выполняется неравенство

tM(n) � tM1
(g(n))

для всех n, на которых определена функция tM, и при подхо-
дящем многочлене g.

При оценке сложности алгоритмов наряду с обычными ма-
шинами Тьюринга рассматриваются также недетерминирован-
ные машины Тьюринга (НМТ). Такая машина отличается от
обычной только тем, что в ней на каждом шаге может па-
раллельно производиться любое число различных преобразо-
ваний, и, значит, в ней существует много путей переработки
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одного и того же слова. При оценке сложности выбирается
кратчайший из путей, приводящих к нужной цели. Если так
вычисляемая сложность алгоритма является полиномиальной,
то говорят, что он имеет недетерминированно полиномиаль-
ную сложность. Если для решения задачи существует недетер-
минированно полиномиальный алгоритм, то и задача называ-
ется недетерминированно полиномиальной. Класс всех таких
задач обозначается через NP. Очевидно, что P ⊆ NP. Есть ги-
потеза, что P �= NP, но вопрос о ее справедливости остается
открытым.

Задача называется недетерминированно полиномиально
полной (короче, NP-полной), если она принадлежит классу
NP и к ней полиномиально сводится любая задача из NP.
Таким образом, NP-полные задачи — это в определенном смыс-
ле самые сложные задачи из класса NP. К настоящему време-
ни известно большое число NP-полных задач. Обычно
NP-полнота задачи доказывается путем сведения к ней хо-
тя бы одной NP-полной задачи. Одним из первых примеров
NP-полной задачи была указанная Куком задача распознава-
ния выполнимости формул алгебры логики, заданных в конъ-
юнктивной нормальной форме (КНФ). Нетрудно показать, что
эта задача полиномиально сводится к задаче 3-выполнимости,
т. е. выполнимости КНФ с длиной входящих в них элемен-
тарных дизъюнкций, равной 3. Значит, задача 3-выполнимости
также NP-полна.

Известно, что современные компьютеры могут осуществ-
лять более крупные операции, чем машины Тьюринга. В них
возможно также распараллеливание вычислений. Кроме то-
го, построение системы команд машины Тьюринга для реше-
ния задачи в общем случае осуществляется достаточно слож-
но. В связи с этим на практике сложность алгоритмов чаще
оценивается не временем работы соответствующей машины
Тьюринга, а минимальным числом некоторых элементарных
операций, необходимых для переработки входных данных в
выходные данные. При реализации операций над числами их
обычно записывают в двоичной системе счисления, а за эле-
ментарные операции принимают операции сравнения, сложе-
ния и умножения цифр 0, 1. Подчеркнем, что в этом слу-
чае длина слова, изображающего число m, равна [log2 m] + 1,
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и потому в соответствующей функции сложности tA(n) ал-
горитма A, применяемого к системе чисел mi, i = 1, 2, . . . , k,
роль длины входа n играет сумма чисел [log2 mi] + 1, i = 1,
2, . . . , k.

Всюду в этом параграфе предполагается, что графы, о ко-
торых идет речь в задачах, являются неориентированными и
простыми (т. е. не содержат кратных ребер). Предполагается
также, что n-вершинный граф G кодируется двоичной матри-
цей смежности его вершин.

Одним из распространенных приемов ускорения вычисле-
ний является рекуррентный способ, в котором исходная зада-
ча разбивается на близкие по сложности подобные ей подзада-
чи и, тем самым, решение задачи сводится к решению подза-
дач. В том случае, когда задача разбивается на две подзадачи,
основой для оценки сложности алгоритма служит следующее

Утверждение 1. Если монотонно неубывающая функция
f натурального аргумента удовлетворяет при некоторых кон-
стантах a > 0 и b > 0 условию

f(n) = af(n/2) + bn,

то

f(n) = O(n) при a < 2; f(n) = O(n log2 n) при a = 2;

f(n) = O(nlog2 a) при a > 2.

В операциях с многочленами и в некоторых других зада-
чах для ускорения вычислений применяются быстрые преобра-
зования Фурье. Дискретным преобразованием Фурье (ДПФ)
над полем комплексных чисел C обычно называют переход Fn

от задания многочлена

a(x) = a0 + a1x + . . . + an−1x
n−1

набором коэффициентов a = (a0, a1, . . . , an−1) к заданию набо-
ром его значений Fn(a) = (a(w0), a(w1), . . . , a(wn−1)) в точках
wi, где w — первообразный корень n-ой степени из 1. В дей-
ствительности это есть обратимое линейной преобразование
пространства Cn, и Fn(a) = WnaT , где матрица Wn задана
равенством Wn = (wij)n×n. При этом

W−1
n = n−1(w−ij)n×n.
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Отсюда видно, что лобовая реализация ДПФ Fn требует O(n2)
операций сложения и умножения в поле C. Однако его реали-
зация рекуррентным методом имеет сложность O(n log2 n) и
называется быстрым преобразованием Фурье (БПФ).

Задачи и упражнения

16.1. Выяснить, какую арифметическую функцию a(x) вы-
числяет нормальный алгоритм A над алфавитом {0, 1}, задан-
ный следующей схемой:

αx → xα, x = 0, 1,
xα → xβ, x = 0, 1,
0β → 1γ,
1β → β0,
β → 1γ,
γ0 → 0γ,
xyγ → δxy, x, y = 0, 1,
0δ → 1μ,
1δ → δ0,
δ → 1μ,
μ → ·1,
∧ → α.
Оценить сверху функцию сложности tA(n) алгоритма A.
16.2. Построить машину Тьюринга M, вычисляющую

функцию из задачи 16.1, и оценить функцию сложности tM(n).
16.3. Найти функции tA(n) для нормальных алгоритмов,

построенных при решении задач 15.1, 15.2.
16.4. Найти функции tM(n) для машин Тьюринга, постро-

енных при решении задач 15.7, 15.8.
16.5. Построить машину Тьюринга M со входным алфави-

том A, преобразующую слово P ∈ W (A) в слово P ∗ P , где
символ ∗ не входит в P , с временной сложностью tM(n) =
= O(n2), n → ∞.

16.6. Построить машину Тьюринга M со входным алфави-
том

A = {0, 1,∧},
распознающую самодвойственность произвольной булевой
функции от n переменных, заданной своим вектором значений
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длины N = 2n. Временная сложность должна удовлетворять
соотношению tM(N) = O(N2), N → ∞.

16.7. В следующих пунктах предполагается, что все опе-
рации с числами производятся в двоичной системе счисления,
а за элементарные операции принимаются операции сложения
и умножения цифр 0, 1 в этой системе.

1. Показать, что задачи сложения и вычитания n-разряд-
ных натуральных чисел по школьному правилу «стол-
биком» имеют асимптотическую сложность O(n).

2. Показать, что асимптотическая сложность задачи умно-
жения n-разрядных натуральных чисел по школьному
правилу равна O(n2).

3. Доказать, что асимптотическая сложность возведения
в квадрат n-разрядного числа совпадает с асимптотиче-
ской сложностью задач умножения n-разрядных чисел
и деления 2n-разрядных чисел на n-разрядные числа.

4. Доказать, что асимптотическая сложность нахождения
наибольшего общего делителя n-разрядных натураль-
ных чисел с помощью алгоритма Евклида не превосхо-
дит O(n2 log2 n).

16.8. Докажите, что асимптотическая сложность нахож-
дения степени Nk не превосходит O(M(log2 N) log2 k), где
M(n) — сложность задачи умножения n-разрядных натураль-
ных чисел.

16.9. Алгоритм нахождения коэффициентов u и v линей-
ного представления au + bv НОД целых чисел a, b называют
расширенным алгоритмом Евклида. Докажите, что расширен-
ный алгоритм Евклида имеет тот же порядок асимптотической
сложности, что и обычный алгоритм Евклида.

16.10. Докажите, что задачи сложения и умножения в
кольце вычетов по модулю N имеют тот же самый порядок
асимптотической сложности, что и соответствующие опера-
ции над целыми n-разрядными числами, где n = [log2 N ] + 1.

16.11. Оцените сложность задачи нахождения обратного
элемента для обратимого элемента кольца ZN .

16.12. Докажите, что сложность БПФ пространства Cn не
превосходит

O(n log2 n).

 

                             8 / 11



Теория алгоритмов 97

16.13. Примените БПФ к умножению многочленов над по-
лем C и оцените сложность полученного алгоритма.

16.14. Докажите утверждение 1 из введения к этому пара-
графу.

16.15. Пользуясь рекуррентным способом, докажите, что
для умножения n-разрядных чисел A, B существует алгоритм
сложности, не превосходящей O(nlog2 3).

16.16. Оценить сложность решения системы линейных
уравнений над полем P , считая элементарными операциями
сложение и умножение элементов из P .

16.17. Оценить сложность рекуррентного метода поиска за-
данного элемента a в упорядоченном множестве M =
= {a1, a2, . . . , an} при условии, что a ∈ M . За элементарную
операцию принять сравнение двух элементов.

16.18. Оценить сложность рекуррентного метода сортиров-
ки целых чисел x1, . . . , xn, т. е. расположения их в порядке
возрастания. За элементарную операцию принять сравнение
двух элементов.

16.19. Доказать полиномиальность задачи 2-выполнимости
булевых функций, т. е. распознавания выполнимости их КНФ
при условии, что каждая дизъюнкция имеет длину, не превос-
ходящую двух.

16.20. Установить принадлежность классу P следующих
задач:

а) задача о выполнимости конъюнкции дизъюнкций, каж-
дая из которых имеет длину n (n — число переменных
в рассматриваемой КНФ);

б) задача о выполнимости булевой функции, заданной
конъюнкцией линейных форм;

в) задача о совместности системы линейных уравнений
над Z;

г) задача о существовании целых корней полинома от од-
ной переменной над Z;

д) задача «связность графа»;
е) задача «ацикличность графа»;
ж) задача «эйлеровость графа».

16.21. Установить принадлежность классу NP следующих
задач:
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а) задача «клика» (по графу G и числу k ∈ N определить,
есть ли в G полный подграф на k вершинах);

б) задача «вершинное покрытие» (по графу G и числу k ∈
∈ N определить, существует ли семейство V ′ вершин
графа G такое, что |V ′| = k и всякое ребро графа G
инцидентно по крайней мере одной вершине из V ′);

в) задача «гамильтоновость графа»;
г) задача «приводимость многочлена степени n над Z2»;
д) задача «целочисленный рюкзак» (по значениям a1,

a2, . . . , an, s ∈ N определить, имеет ли уравнение a1x1 +
+ a2x2 + . . .+ anxn = s решение в целых неотрицатель-
ных числах).

16.22. Рассмотрим задачу «Короткий путь». Даны: граф
G(V, E), v1 и v2 — две вершины, натуральное число k � |V |.
Узнать, существует ли в G простой путь, соединяющий v1

и v2, который содержит не более k ребер. Относится ли эта
задача к классу P?

16.23. Доказать, что задача 3-выполнимости булевых функ-
ций, т. е. распознавания выполнимости КНФ, в которой каж-
дая дизъюнкция имеет длину 3, является NP-полной.

16.24. Доказать, что задача распознавания линейности бу-
левых функций, заданных в КНФ, является NP-полной.

16.25. Доказать, что задача распознавания существенно-
сти переменной в булевой функции, заданной в КНФ, являет-
ся NP-полной.

16.26. Доказать, что задача распознавания шефферовости
булевых функций NP-полна.
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ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ

2.8. Для данных a, b, c рассмотреть

x = a ∪ (b ∪ c) и y = (a ∪ b) ∪ c

и вывести последовательно равенства a ∩ x = a ∩ y, a′ ∩ x = a′ ∩ y,
x = y.

2.9. Построить системы вида 〈B,∪,∩,′ 〉, каждая из которых удо-
влетворяет всем аксиомам, кроме проверяемой. Например, покажите,
что на множестве B = {a, b} с операциями

∪ a b
a a b
b b a

,
∩ a b
a a a
b a b

, a′ = b, b′ = a,

где a — нуль системы, а b — единица, выполняются все аксиомы,
кроме аксиомы III.2).

2.11. Последовательно доказать следующие утверждения и ввести
определения:

1) для всех a ∈ B, a ∩ a = a;
2) для всех a, b ∈ B, a ∩ a′ = b ∩ b′;
3) по определению: 0 = a ∩ a′ и 1 = 0′;
4) для всех a ∈ B, a ∩ 0 = 0;
5) для всех a ∈ B, (a′)′ = a;
6) для всех a ∈ B, a ∩ 1 = a;
7) 0 �= 1;
8) по определению: для всех a, b ∈ B, a ∪ b = (a′ ∩ b′)′;
9) для всех a, b ∈ B, (a ∪ b)′ = a′ ∩ b′ и (a ∩ b)′ = a′ ∪ b′;
10) для всех a, b, c ∈ B, a ∪ b = b ∪ a и a ∪ (b ∪ c) = (a ∪ b) ∪ c;
11) для всех a ∈ B, a ∪ a′ = 1 и a ∪ 0 = a;
12) для всех a, b ∈ B, a ∩ (a ∪ b) = a;
13) для всех a, b ∈ B, a ∩ (a ∩ b)′ = a ∩ b′;
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14) a ∩ c = a, a ∩ c′ = 0 и a ∪ c = c — эквивалентные свойства;
15) (a ∩ c = a и b ∩ c = b) ⇒ (a ∪ b) ∩ c = a ∪ b;
16) для всех a, b, c ∈ B

a∩ (b∪ c) = (a∩ b)∪ (a∩ c) и a∪ (b∩ c) = (a∪ b)∩ (a∪ c).

2.12. Воспользоваться указанием к задаче 2.9. В частности, при
доказательстве независимости аксиомы г) рассмотреть, например,
множество

B = {A ∈ 2N : N \ A − конечное множество}.

Операцию ∩ задать как пересечение множеств. Для определения опе-
рации ′ рассмотреть множества

[a] = {x ∈ N, x � a}.

При этом любое множество A ∈ B представляется в виде

A = A0 ∪ [a],

где A0 — некоторое подмножество в {1, 2, . . . , a−2}, a — наименьший
элемент в A такой, что [a] ⊆ A. Тогда

A′ =

{
[2], если A = N,

A′

0 ∪ [a + 1], если A �= N,

где A′

0 — дополнение A0 в {1, . . . , a − 2}. При проверке аксиомы в)
показать, что если

C = C0 ∪ [c], то C ∩ C′ = [c + 1],

и если A = A0 ∪ [a] и B = B0 ∪ [b], то

A ∩ B′ =

{
(A ∩ B′

0) ∪ [b + 1], если a � b,
(A0 ∩ B′) ∪ [a], если a > b.

2.19. Доказательство теоремы провести по этапам, решая задачи
2.20–2.22.

2.22. Доказать, что
a) отображение ϕ сюръективно (показать, что если {a1,...,ak} —

некоторое множество атомов булевой алгебры B, то

A(a1 ∪ · · · ∪ ak) = {a1, . . . , ak});

б) отображение ϕ инъективно (рассмотреть отдельно случаи
x �� y и y �� x и показать, что A(x) �= A(y));
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в)
A(x) ∩ A(y) = A(x ∩ y);

A(x) ∪ A(y) = A(x ∪ y);

A(x′) = A′(x), где A′(x) = A \ A(x).

3.6. Удобнее, воспользовавшись задачей 3.4, доказывать индук-
цией по рангу формулы A более сильное утверждение:

(B → B1)(B1 → B) � (A(B) → A1(B1))(A1(B1) → A(B)).

3.7. 15) Исходя из очевидного факта

A → B, A � B,

воспользоваться аксиомой III.1), правилом контрапозиции и след-
ствием из теоремы дедукции (cм. [6]).

5.27. Доказать, что если формула содержит лишь одноместные
предикаты p1, p2, . . . , pn, то она выполнима тогда и только тогда, ко-
гда она выполнима в модели, содержащей не более 2n элементов.

5.28. Доказать предварительно, что на конечной алгебраической
системе (M, σ) формулы ∀xA(x) и ∃xA(x) равносильны соответ-
ственно формулам:

A(m1) ∧ A(m2) ∧ · · · ∧ A(mk)

и
A(m1) ∨ A(m2) ∨ · · · ∨ A(mk)

в сигнатуре σ ∪ M , где M = {m1, m2, . . . , mk}.
5.30. a) Формулы A и A выполнимы; б) формула A не выполни-

ма, формула A тождественно истинна.
5.31. В пункте a) задачи 5.30 формула A выполнима на 2-х эле-

ментной модели, а формула A — на одноэлементной модели.
5.42. Записать задачу формулой алгебры логики и методом резо-

люций доказать, что эта формула тождественно истинна.
6.12. Доказать результат задачи 3.4 для формул исчисления пре-

дикатов. Затем, используя задачу 6.10, доказать индукцией по рангу
формулы A утверждение:

(B → B1)(B1 → B) � (A(B) → A1(B1))(A1(B1) → A(B)).

6.15. Добавить к аксиомам исчисления предикатов недоказуемую
формулу из задачи 6.14 в). Для доказательства непротиворечивости
нового исчисления построить его интерпретацию на одноэлементном
множестве.
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7.5. Сначала индукцией по a доказать равенство

a + 1 = 1 + a.

7.10. Воспользоваться неравенством задачи 7.9.
8.1. f1 = x2x4⊕x2⊕x4⊕1, f2 = x4⊕x3⊕x1x4⊕x1x3⊕x1x3x4⊕1.

8.7. f = x3 ⊕ x4 ⊕ x1x2.
8.8. Докажите вначале равенство для функции одной перемен-

ной:

f(f(f(x))) ≡ f(x).

8.14. Воспользуйтесь задачей 8.13, а также тем, что функция,
двойственная к данной, представляется формулой над классом функ-
ций, двойственных к исходным.

8.15. Воспользуйтесь задачами 8.13 и 8.14.
8.24. Для доказательства пункта в) воспользуйтесь задачей 8.21;

в пункте г) используйте пункт в), тождество f ∨ g ≡ f · g.
8.25. Если функция зависит от трех и более переменных, утвер-

ждение верно. Для доказательства заметьте, что из условия задачи
следует тождество

f(x ⊕ α) ≡ f(x)

для набора α, у которого j-тая координата равна 1, а остальные —
равны 0.

8.29. Обосновать и воспользоваться утверждением о том, что
функция f(x) линейна по первому переменному тогда и только тогда,
когда

f(x) ⊕ f(x ⊕ e1) ≡ 1,

где e1 = (1, 0, 0, . . . , 0).
8.30. Представить функцию f в виде

f(x1, . . . , xn) = x1x2x3Ψ1 ⊕ x1x2Ψ2 ⊕ x1x3Ψ3 ⊕ x2x3Ψ4⊕

⊕x1Ψ5 ⊕ x2Ψ6 ⊕ x3Ψ7 ⊕⊕Ψ8,

где Ψi, i ∈ 1, 8 — функции от переменных x4, . . . , xn, и рассмотреть
последовательно случаи отождествления x2 с x1, x3 с x1, x3 с x2 и
x4 с x1.

8.31. Неверно. Приведите пример.
8.33. Используйте равенство:

‖f‖ =
∑

(ak+1,...,an)∈Ωn−k
2

‖f
ak+1,...,an

ik+1,...,in
‖.
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8.35. Пусть f(x1, . . . , xn) = f1(x1, . . . , xk)⊕f(xk+1, . . . , xn). Вос-
пользуйтесь равенством:

‖f‖ = ‖f1‖2
n−k + ‖f2‖2

k − 2‖f1‖‖f2‖.

8.37. Для доказательства в случае конъюнкции найдите вес
функции

f1(x1, . . . , xk) · f(xk+1, . . . , xn).

Дизъюнкцию и импликацию выразите через конъюнкцию и отрица-
ние.

8.39. а) 2n−k +2k −2; б) 2n −2n−1 +2n−2 −2n−3 + . . .+(−1)n;
в) 22n−1 − 2n−1.

8.40. Воспользоваться индукцией по n.
8.45. Использовать теорему Люка (Lucas), утверждающую, что(

m

k

)
≡

∏
i

(
mi

ki

)
(mod p),

где mi и ki — коэффициенты p-ичных разложений чисел m и k (см.
[4]), а также равенство(

‖x‖

k

)
= σk(x1, . . . , xn).

9.2. а) Да; б)–г) нет.
9.3. а), в) Да. Индукция по рангу формулы; б), г), д) нет.
9.5. а) Например, {0, x}; б) она сама; в) например, {x1 ∨ x2,

x1x2x3}; г){x1 → x2, x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x4}.

9.10. 22n
−2; 22n−1

−1; 2n; 2n.
9.13. Заметить, что двоичные записи чисел k, 0 � k � 2n − 1 и

2n − 1 − k образуют противоположные наборы из Ωn
2 .

9.17.
n−1∑
i=0

(−1)i
(

n
i

)
22n−i−1

.

9.19. Воспользоваться представлением

m(x1, x2, x3) ≡ (x1 ⊕ x2)(x1 ⊕ x3) ⊕ x1

и задачей 9.18.
9.20. Воспользоваться представлением

x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ≡ m(m(x1, x2, x3), m(x1, x2, x3), m(x1, x2, x3)).

9.22. Воспользоваться задачей 8.30.
9.23. Использовать задачи 9.18–9.22.
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9.24. Использовать задачу 9.23.
9.27. Использовать рассуждения, аналогичные использовавшим-

ся при решении задачи 9.11.
9.29. Рассмотреть последовательно классы аффинных функций,

состоящие из функций-констант, содержащие функции, существенно
зависящие от одной и более переменных.

9.30. Показать, что функция f(x1, . . . , xn) принадлежит классу
L тогда и только тогда, когда она задает аффинное отображение
пространства GF (2)n в пространство GF (2)1. Последнее свойство
равносильно тому, что для любых α1, α2 ∈ Ωn

2

f(α1 ⊕ α2) = f(α1) ⊕ f(α2) ⊕ f(θ).

9.34. Например, f(x, y) = xy.
9.36. Использовать задачу 9.35.
9.39. Использовать задачу 9.36.
9.40. Использовать задачу 9.39.
9.44. Например,

{x1 ↑ x2}, {0, x1 → x2}, {1, x1x2, x1⊕x2}, {0, 1, x1x2, x1⊕x2⊕x3}.

9.45. Четыре.
9.49. 22n

−2 − 22n−1
−1. Использовать задачу 9.48.

9.50. Если k �= 2n−1, то
(
2n

−2
k−1

)
. Если k = 2n−1, то

(
2n−2

k−1

)
− 2k.

10.2. Воспользоваться определением коэффициента Фурье и за-
дачей 8.18.

10.5. Показать, что функция f(x), определяемая равенством

(−1)f(x) =
∑

α∈Ωn
2

Wα(−1)<α,x>,

принимает значения из множества {0, 1} и, следовательно, является
булевой.

10.14. Показать, что зная вес всех подфункций, полученных из
функции f фиксацией переменных xi1 , . . . , xik

, и вес подфункции,
полученной одной фиксацией переменных xi1 , . . . , xik

, xik+1
, можно

определить вес всех остальных таких подфункций.
10.15. Воспользоваться задачей 10.14.
10.16. Воспользоваться задачами 8.27 и 10.15.
10.18. а) x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x4; б) x1x2 . . . xn.
10.19. Воспользоваться задачей 10.14.
10.20. Воспользоваться задачей 8.27.
11.5. Показать, что H — смежный класс группы G по подгруппе

JG(f).
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11.7. Да.
11.8. Описать орбиты группы An на множестве Ωn

2 .

11.9. Воспользоваться тем, что f(xA) имеет фиктивную пере-
менную с номером i тогда и только тогда, когда вектор eiA лежит в
JΣn (f).

11.13. Показать, что если группа JΣn(f) содержит вектор α веса
k, 0 < k < n, то JΣn(f) содержит все вектора такого веса. Отсюда
следует, что JΣn (f) содержит все вектора веса 2, а значит, принимает
одинаковые значения на наборах с весами одинаковой четности.

11.14. Оценить снизу отношение порядка группы GL(n, 2) к мощ-
ности множества всех квадратичных форм от n переменных.

11.15. 2 класса.
11.16. Рассмотреть орбиты группы < A >.
11.17. Использовать задачу 11.9.
11.20. а) 80; б) 46; в) 22. Воспользоваться задачей 11.19 и леммой

Бернсайда, устанавливающей связь между порядком группы подста-
новок H , числом орбит k и числом всех единичных циклов ΘH во
всех подстановках из H :

ΘH = |H | · k.

11.21. ‖f‖!(2n − ‖f‖)!

12.2. Нет. Воспользоваться тем, что импликанта ранга m функ-
ции от n переменных имеет вес 2n−m.

12.4. 22n
−2n−k

;
k∑

m=0

(−1)m
(

k
m

)
22n

−(m+1)2n−k

. В случае простой

импликанты воспользоваться формулой включения–исключения.
12.7. и 12.8. Воспользоваться задачей 12.3.
12.9.
а) x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x4 ∨ x2x3x4 ∨ x1x3x4;
б) x1x3 ∨ x2x3 ∨ x4;
в) x1x2 ∨ x1x3 ∨ x1x4 ∨ x3x4 ∨ x2x4.
12.10. Показать, что в результате перечисленных операций из

КНФ функции получается ДНФ, содержащая все простые импли-
канты.

12.11.
а) x1x2x3∨x1x3x4∨x1x2x3∨x2x3x4∨x1x2x4∨x1x2x4∨x1x3x4∨

∨x2x3x4;
б) x2x3 ∨ x2x4 ∨ x1x4.
12.12.
а) x1x2x3 ∨ x1x2x4 ∨ x1x3x4 ∨ x1x2x3x4;
б) x1x2x4;
в) x1x2x4 ∨ x2x3x4 ∨ x1x2x3 ∨ x1x3x4.
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12.13. Постройте инъективное вложение из множества простых
импликант данной функции во множество неупорядоченных пар всех
ее импликант из СДНФ.

12.16. Индукцией по n показать, что у любой функции
f(x1, . . . , xn) существует ДНФ, содержащая не более 2n−1 элемен-
тарных конъюнкций.

12.18. Выписать все несоседние наборы в таблицу и рассмотреть
функцию, задаваемую последним столбцом этой таблицы. Показать,
что эта функция линейна по каждой переменной (см. задачу 8.28).

12.21. Нет.
12.23. Одна, см. задачу 12.16.
12.27. Воспользоваться указанием к задаче 12.16.
12.27. Нет.
13.4. Сначала найти булевы функции, характеризующие сумми-

рование в последовательных разрядах и перенос знаков из младшего
разряда в старший.

14.4. Наиболее сложно решается вопрос о представлении функ-
ции x ·y через функции x+y и x∨y в случае произвольного (непро-
стого) k. Покажите, что с помощью указанных функций можно по-
лучить функцию h(x) = НОД(x, k), а затем — функцию

Fa(x) =

{
h(a), x = a

0, x �= a.

14.7. Система полна тогда и только тогда, когда НОД(a, k) = 1
или k — простое.

14.10. Найти подмножества из Ωk, элементы которых сохраня-
ются функциями из указанных систем.

14.12. Показать, что функции сохраняют отношение сравнимости
по делителям k.

14.17. Показать, что элементы группы JS3n(f) действуют неза-
висимо на каждом из множеств:

X = {x1, . . . , xn}; Y = {y1, . . . , yn}; Z = {z1, . . . , zn},

т. е. JS3n(f) есть подгруппа в прямом произведении симметрических
групп перестановок координат из каждого множества X, Y, Z, соот-
ветственно:

JS3n(f) � SX × SY × SZ .

При этом JS3n(f) действует тривиально на Z, а стабилизатор каж-
дого элемента множества X ∪ Y является единичной подгруппой в
JS3n(f). Далее, рассмотреть подгруппу H группе SX × SY × SZ :

H = {(g, g, e) | g ∈ R(G)},
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где R(G) = {gl(i) = i·l| i, l ∈ G} — правое регулярное представление
группы G.

15.14. Воспользоваться результатом задачи 15.13.
16.1. a(x) = x + 5, tA(n) < 3n + 5.
16.7. Указания: 3. воспользоваться равенствами

ab = ((a + b)2 − a2 − b2)/2, a2 = 1/(1/a − 1/(a + 1)) − a;

4. воспользоваться известным утверждением о том, что число де-
лений в алгоритме Евклида для чисел a, b, 0 < a < b � N , не
превосходит 1 + [log2 N ].

16.8. Воспользоваться двоичным представлением числа k и све-
сти возведение в степень k к последовательности возведений в квад-
рат и умножений получающихся чисел на N .

16.9. Воспользоваться теоремой 4 гл. IV из [7].
16.11. O(M(n) log2 n), где n = log2 N . Воспользоваться резуль-

татом задачи 16.8.
16.15. Рассмотреть сначала случай n = 2k, представить A, B в

виде

A = A0 + 2n/2A1, B = B0 + 2n/2B1,

где 0 � Ai < 2n/2, 0 � Bi < 2n/2, i = 0, 1, и воспользоваться
равенством

AB = (2n + 2n/2)A1B1 − 2n/2(A0 −A1)(B0 −B1) + (2n/2 + 1)A0B0.

Описанный здесь способ умножения называется методом Карацубы.
16.23. Предварительно свести выполнимость дизъюнкции

A1 ∨ A2 ∨ · · · ∨ Ak, k > 3,

к выполнимости формулы

(A1 ∨ A2 ∨ y1) ∧ (A3 ∨ ȳ1 ∨ y2) ∧ (A4 ∨ ȳ2 ∨ y3) ∧ · · ·

· · · ∧ (Ak−2 ∨ ȳk−4 ∨ yk−3) ∧ (Ak−1 ∨ Ak ∨ ȳk−3),

где y1, . . . , yk−3 — новые переменные.
16.24. Воспользоваться следующим утверждением: функция

f(x1, . . . xn) невыполнима тогда и только тогда, когда функция
(f ∧ y1) ∨ y2 линейна.

16.25. Воспользоваться утверждением: y является существенной
переменной функции f(x1, . . . , xn) ∧ y тогда и только тогда, когда
функция f выполнима.
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16.26. Воспользоваться утверждением: f(x1, . . . , xn) — выполни-
мая функция тогда и только тогда, когда функция

(f ∧ ȳ1 ∧ ȳ2) ∨ y3

шефферова.
16.16. Доказать: если матрица системы — квадратная размеров

n × n, то метод Гаусса имеет трудоемкость O(n3), n → ∞.
16.17. Доказать, что искомая сложность есть O(log n), n → ∞.
16.18. Доказать, что искомая сложность есть O(n log n), n → ∞.
16.19. Применить метод резолюций.
16.21. a) Показать, что к задаче «клика» полиномиально сводится

задача выполнимости КНФ; б) показать, что к задаче «вершинное
покрытие» полиномиально сводится задача «клика».

16.22. Да, относится. Доказать, что метод Дейкстры имеет тру-
доемкость O(n2), n → ∞, где n — число вершин в графе. Приписать
каждому ребру вес 1 и применить метод Дейкстры для решения рас-
сматриваемой задачи.
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